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of op den bol, of ook van twee coaxiale ellipsen in 
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hoek past, door F. J. van den Berg ,, ] 25. 

Over vlakke kromme lijnen van de vierde orde met twee 

• dubbelpunten, door J. de Vries „ '198. 
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Eene fo rmule uit de ap^lvtisfihft nno*>fViin/^o <inni. "nii o 

SïöiT^ . . . «f 201, 
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BEANTWOORD DOOR 



D". G. SCHOUTEN. 

{Vervolg van DL XIII, bh. 183.) 



HOOFDSTUK IX. 
De kracht ar■' + ^r"^ 

121. De vCTgeHjking /= -^ (Ar« -(« + «»rj*)r*-{/3)= 0. 
Schrijyen we eerst deze vergelijking onder de volgende gedaante: 

^-~V ir,-' ' -JTT^)-^' 

omdat ze een wortel =: 1 moet hebben , zullen we haar ook op de 
volgende w\jze kunnen schrijven: 

/=*rf!(pV- !)</>, als 4)=:p«+l^(p. + l). 
p «r, 

is. Nu is voor p*= +<». +1 i O, —1, — oo, 

«»•.-' -I-P»-!"' + <»*»•, ^ 

T^T^ ' i' 

zoodat we twee hoofdgevalien moeten onderscheiden: 



het teeken van <l>: +, — ^ ^_ '_, ^> 7, +, + , 



A. !<0. <J)=(p«-A»«)(p'+v'-). 



^.^l„,et ^j:-^, = 0. v«<l. 

N. A. ▼. W. Dl. XIV. 1 



B. ^>0,(^=(f»+i«»)(f»+v»), i^ll>4, 

Dit geeft, met 'toog op Ar,-' = «»r, + «r,-» + éP»",-» ^0, 
de volgende b^zondere gerallen: 

I. /'=:-^'(p*-l)(p«-f.»)(P* + v'). P<0. *>0. 
P 

^1 = 1 met «»»-,=-(«r,-» + pr,-'). v»<l, 

II. /^Z^a-p'Kp^-pe^Xpi + v'). P>0. A<0. 

i(«» = l met «»r,=-(«r,-» + |3r,-'), v»<l, 

III. /'=Zi{ji(l-p»)(p«+p,»)(p«+v»), |3<0. A<0.' 

IV. /'=^*(p»-l)(p»+p»')(p'4v'). p>0. »>0, 

-(«r,-'+i(3r,-')<«V,<-(«r,-'+^P»-r'). 
V. /'==^(l-p»)(p* + p«»)». p<0, A<0, 

VI. /' = *-!^(p»-I)(p«+p,«)», p>0, A>0. 

vn. /=::^*(i-p*)((p'+(r»)'+T»). ?<.o, *<o, 

««r,<-(«r,-»+ipr,-'). 
Vin. /'=*Ii.*(p«-l){(p» +-'*)» + »■♦), P>0. A>0. 

Is eindelijk * = of 4 pr,-' =—(«»>•, +«r,-'), dan is 

P 

feoodat We nog twee gevallen hebbent 



IX. / = M^(p»-l)(p« + l). P>0, -«r,-'>«'»-,. 

f 

X. /=^iifll*(l-p«)(f'+l). p<o, -*r,-'<«v,. 

p 

Eindelijk is ü* = 2 Ï/ + A = A-(«r-* + 4pr-«). 

122. I van §221 voor f<'<l, dus «V, >-(«r,-' + (3r,-'). 

De differentiaalvergelijkingen (6) en (6) worden hier met inacht- 

neming van Ar,"' = . ^ ' — : 



V r, 2\/(p*-l)(p*-A*^)(p*+v*) 



) 

Wordt hier, evenals in §16, p'rs ^"^^'^ , >fc' = ^^-i4-, 
*** = - ^ gesteld, dan gaan ze over in 

V «*ri Vi + v» 

V r, Vl + v* 

Stellen we eindelijk, ter vervanging van de standvastigen door 
elliptische fonctiên, 

/M* = ^' ««' e, dus 1 + V* = -77^ , -7==. = 5 » 

^* Vl + v' ^^'^ 

dan vinden we voor de bewegingsvergely kingen : 



6\/ ^, = 3 «, 

V -^-= *^« "•-'«-'^-- 1^;^+ -7^ -^«)}> (ii«) 



yjl-k^sn*€.8n^u 



cnu 



Voor « = ff worden p en t beiden oo , terwijl ö eindig blijft. 
Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, welke 
niet door het centrum is gericht. 

128. I van § 121 voor it**>l dus «Vi <-(«r,-' +(3r,-0. 
Stellen we hier in de differentiaalvergelijkingen van de beweging 

dan gaan ze over in 



Stellen we nu nog jk» =««*(« + *^')» 

/KV _ 8«(0+fjr).trf»(8+«ir') 

zoodat , : — JTTTTTTItm 

wordt, dan zqn de bewegingsTergelijkingen : 



y — 1^' \-en\s-\-iK') ^ 



(111) 
. k^snuxnü _, A 



sn€Jnu 

Voor M = g wordt p = O, terwijl ^ en 6 eindige waarden behou- 
den. Het punt beschrijft dus een spiraalvormige baan en komt 
met oneindig groote snelheid in het centrum aan. 

124. II van § 121 voor f«* <1, dus «'rj <~(«r,-» +/3t'). 

Wij stellen hier, evenals in § 16, in de differentiaalvergelykingen 

a*+v* 1 — i<* 

i-p*=(i-^«).«»«. **=^. *"=-nT«' 

dan gaan ze over in 






Wordt nu f«* = A;* ««* f , dus 



f^v _ 



h^snsxnB 



Vl + v» ^«^ 

gesteld, dan vinden we yoor de be wegings?ergelij kingen 



V 



i&ri"'^ k* 8ns.cn e 
^ ' = 3 <*» 



iö*r* 



^nc 






(112) 



Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan, met maxi- 
mum en minimum voerstralen r^ en fzri, 

125. II yan §121 yoor f«'>l, dus «' r, > -(«r,-»+pr,-'). 
Evenals in § 18 stellen we hier in de differentiaaWergelijlringen : 






dn^u 
dus 
dan gaan ze over in 



f«' = 



/t**-l 



*'* 



^ V «»rj "" tc«»ff ' V r, tc«t« 

Hiervan zijn de integraalvergelijkingen : • 
anieJnis 



\Pr,- 



tcnte 



'V ;; ""■ ik'^ \cnUe dnu ^ ^ 'i 

yjl'^k^an^is.sn^u 



(113) 



P =" 



dnu 



Ook hier beschrijft het punt een regelmatig gegolfde baan met 
maximum en minimum voerstralen flr^ en rj. 

Zoowel in I als II is de beweging voor ^« = 1 eenparig cirkel- 
vormig. 

126. III van § 121. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden nu: 

fivdp^ 



±d^ 






2V(l-P*)(P*+i^*)(P*+v*) 



V r, 2V(1-P')(P'+^')(P» + V') 

Stellen we hier, evenals in $ 7, 

dan gaan ze over in 



±i 



V «*'-, Vi+v* V ^1 Vi+v* 

Stellen we eindelijk 

l+^»=^»«w«(e + «jr'), dus .— -■ = — ï^ . ' . -V -^ . 

dan vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 



' -Ji!V:l _ »^ « (^ + * ^'].»^»(e + i£l 



V «*ri 



«n(f + «/f') 



V r, sn^e-^-tK') [ 

+ «n*(. + tX)i?(tt)), 

Het punt beschrijft dus een spiraalvormige baan met een eindig 
aantal windingen, en komt met oneindig groote snelheid in het 
centrum aan. 

127. IV van § 121. 

Wordt hier in de differentiaalvergelijkingen, evenals in § 6, 

gesteld, dan gaan ze over in 



V a^r^ yl + v* V r, Vl+vJ 

Wordt eindelijk 

/tt* =-Ar'«»* tf, dus — r==- = : 

yl^v* tdnie 

gesteld, dan vinden we de volgende bewegingsvergelijkingen: 



. / Ififj^ k^ sni6.cn ie 

V «'r, idnie ' 

^ /iP**!"' ^^snis,enie,dni6 / k'* ^ muJnu _, A i ^ngx 

V r, »* * \rfn*t0 cnw ^ V 

pi = 

cn^u 

Is « ran O tot AT aangegroeid, dan z\jn p en t beiden oneindig 
geworden, terwijl d een eindige waarde blijft behouden. 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, die 
niet door 't centrum gericht is. 

128. V van § 121. 

— * fir *^ 
Hier is /tt* = 2/tt*, dus 2/tt> — 4 = V ' , i zoodat hier de 

differentiaalvergelijkingen worden 



V r, (p»+2)Vl-p» 

Deze gereu de Tolgende bewegingsvergel^kingen : 

welke vergelijkingen ook uit (114) volgen, als daarin k z=zl gesteld 
wordt. 

Het punt komt dus met oneindig groote snelheid in het centrum, 
nadat zijn voerstraal een eindigen hoek heefb doorloopen. 

129. VI van § 121. 

Hier zijn de differentiaalvergelijkingen van beweging 



(116) 



V «V, (pi + 2)Vp«-l V r, (p«+2)Vp*-l 

Wy vinden dus dezelfde bewegingsvergelijkingen als in de vorige § , 
namelijk 



\^\J^^=^Hp'-'^)-BgTgyJ'^ . (117) 

waarin ook (115) overgaan voor Ar = 0. 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, die 
niet door 't centrum gericht is. 

180. VII van § 121. 

De vergelijkingen (5) en (6) gaan hier met 't oog op 



<r* + r*= ^ 



|3r,-^ 



-Ar,- 



oyer in 



±M 



-iK-' _ . Vf^'+T.'rfp' 



2V(l-p')((f*+<r»)'+T») 



VB-'+T'p'rfp* 



2v/(l-p»)((f'+<r»)»+T') 



V «»r, 

W\j stellen als in § 11: 

^"''=^7X7' ^* = (l+<r*)'fT« = l + 4<r». 
A Ty 

Stellen we verder nog 

^— 1 , . l + c«g / <r* dns 

-«+1 l—cns V 2^ «»g 

dan gaan de differentiaalvergelijkingen over in 

V «>r, «»f V ri «»g '^ 



P* = 



-2 



1 + C»5 



1 — <?»f 1 — CWg 1 +C««' 



waaruit de volgende bewegingsvergelijkingen voortvloeien: 



V «r, ««€ 

^ V r, s»f.(l cwe) ll+cyig""*" 



+ (?»«-^(w)}, 



ip' = 



cnu — cns 



(l — c»«)(l + c»«) 



(118) 



Is u van tot £ aangegroeid , dan is p =. geworden. 

Het punt komt dus, nadat zijn voerstraal een eindigen hoek be- 
schreven heeft, met oneindig groote snelheid in het centrum. 

131. VIII van § 121. 

Maken we hier dezelfde onderstellingen , als in de vorige § , even- 
wel met verandering van het teeken van A , waardoor k en k* met 

elkaar verwisseld worden en ene in verandert, dan vinden we 

ene 

de volgende bewegingsvergelijkingen: 



lil-i— =• — tt, 






j ^ l — Cttg.CWM 

^^ '"(l-c«g)(i + c»«)* 

Is t« tot 2X aangegroeid, dan zijn p en ^ beiden oneindig groot 
geworden, terwijl d eindig blyft. 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, welke 
niet door het centrum gericht is. 

132. IX van § 121. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) geven hier 



waarvan de integraalvergel^'kingen zijn; 






^ ' (120) 



Het punt zal zich dus van het centrum verwijderen tot in het 
oneindige langs een spiraalvormige baan met oneindig veel windin- 
gen. Volgens ü* = 2 27+ A is de limiet van de eindsnelheid = 0. 

133. X van § 121. 

Hier vinden we dezelfde bewegingsvergelijkingen, die we echter, 
omdat p** — 1<0 'is, op de volgende wijze schrijven: 



10 



} (121) 

Het punt zal dus met oneindig groote snelheid in het centrum 
aankomen, zich bewegende langs een spiraalvormige baan met een 
eindig aantal windingen. 

134. Ook hier geldt, evenals in f 112 gezegd is van de kracht 
ar'* ^br'^ , de opmerking, dat de beweging van het punt onder 
de werking van de kracht flr"^ + ir~' kan opgevat worden als een 
gestoorde van de beweging, die intreedt onder de werking van de 
kracht ir"' alleen, zoolang de voorwaarden, waaronder de beweging 
bij 't begin plaats heeft, toelaten, dat ar^^=zO gesteld wordt. De 
storing bestaat ook hier in een wenteling van de baan, die het punt 
onder de werking van èr~'^ alleen beschrijft, om het centrum met 



een hoeksnelheid , die ieder oogenblik gelijk is aan ( w 1-f- —^ — —1 ) 

X de hoeksnelheid van den voerstraal. 

Dit is een algemeene eigenschap. Immers uit de algemeene ge- 
daante (4) van f volgt, dat, voor w = 3 of n=: — 3, «*ri ver- 
meerderd wordt met «r^"* of fir'^; zoodat het in rekening bren- 
gen van de kracht ar'^ neerkomt op de vermeerdering van «?r, 
met arj"'. 



HOOFDSTUK X. 
De kracht ar-'+ir-*, 

186. De vergelijking ƒ=-£ Ur* -(« + «« r, *)r>-^l3] =0. 

Is Ai'j'* =arj-'+|Pr,"'^ + «*r, ^ O, dan schrijven we deze 
vergelijking onder de volgende gedaante: 

Is Ar,'* = O , dan komt ze onder de volgende gedaante : 



11 



Wij hebben dus in 't geheel de yolgende vijf gevallen te onder- 
zoeken: 

I. /=i!ltl(p«-l)(pt + j«»), «'r.>-(«r.-'+iPrr*). P>0. 
f 

n. /'=*ri-*(p»-l)(p»-^i). «»r.>-(«rr-' + iPT*). |3<0. 
ft» = l met «V, = -(«r,-«+Pr,-»), 

IV. /==^'"-i^(l-p»)(p'+i«').«'r,<-(«r,-'+iP'-,-*). ^<0. 
V. ƒ= Z*fil(l-p«)(p>-j««). «'r,<-(«r,-»+^^,-*). P>0. 
l«» = l met «'r,=:-(«r,-»4P'-i-'). 

Verder is t>* = 2i7+A = A-(«r-» + |pr-»). 

136. I van § 185. 

De differentiaalrergelijkingea (5) en (6) gaan hier over in 



± 
Hierin stellen we 






1 «* 1 



dan vinden we 



y = (?«M, ± ^d \/ ^— ;-ï — = kdu, ± (?^ \/ XILJ — :=: . 

V «*ri V r, cn»u 



Bijgevolg zijn de bewegingsvergelijkingen: 
1 






cnu 






(122) 
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Is dus u aangegroeid van O tot JT, dan zijn p en t beiden on- 
eindig groot geworden, terw\jl d eindig blijft. 

Het punt beschryft dus een hyperboolyormige baan , welker asymptoot 
niet door *t centrum gaat. 

137. II van §135 voor a«*<1, dus «*r, >-(«r,-» + (3r,-«). 

Wordt in de differentiaalvergelijkingen, namelijk 



i^>T' 






V(/.'-i)(p»"ii^' 






1 2 



en A* = 



(1 + ^)»' -(1+A.)» 



gesteld, dan gaan ze orer in de volgende: 



Wordt nu nog 
2^ 



V «*r, l + ,a 

2f* 



V-7— "^rM^^"- 



2 



gesteld, waardoor de uitdrukking voor p overgaat in 

dan zullen ze, met behulp van (43) geintegreerd, de volgende be- 
wegingsvergelykingen geven : 



A;*«»*g.«, 



V «' r, 

V r^ 

12«»'(« + fiL').«»(M+ »jr ).{«.«(» f lA') -«/j»5) "■'■ 



«n« (>( + »«')-«»'« 



2«i»()j+»Z')-«»'(') + »-ï 



* C snu.onti.dnu ^^ \ 



(128) 



+ 
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r(«»«(i}+tir)-«w«5)(c»VM + *z')+^»'(»j + »jr)+-| 

' 2Vii^Jii~'ffK').cn^>i'\-i£i').dn'{^ + iK') ' ] (123) 



«n*)j — «»*w 



« n' 1}. 



Voor « := )j worden p en ^ beiden oneindig groot , terwyl 6 ein- 
dig blieft. 

Het punt beweegt zich dus als in 't vorige geval. 

188. n van § 135 voor a«*>1. • 

Hier krijgen we met dezelfde substituties als in *t voorgaande ge- 
val dezelfde differentiaalvergelijkingen. Doch, ter vervanging van 
de standvastigen door elliptische functies, moeten we 

^^= k^an'^-ie + iK') en — ^=*««n*»j 
1 + f* l + f« 

stellen, zoodat we (123) als bewegingsvergelijkingen terug vinden, 

mits daar s in e+tZ' en )j + »Z' in »f worde veranderd. 

Alsdan blijkt, dat p = O wordt voor tt = f , terwijl ^ en ö eindige 

waarden blijven behouden. Bijgevolg beschrijft het punt een spi- 

raalvormige baan met een eindig aantal windingen, en komt het 

met oneindig groote snelheid in het centrum aan. 

189. III van § 185 voor |3>0, dus «*r, > -(«r,-» +(3r,-«). 
De differentiaalvergelijkingen van beweging zijn hier 



V «*r. Vp*-1 V r, Vp*-1 

De bewegingsrergel^kingen zjjn das 

Voor (3<0 verkrijgen we dezelfde vergelijkingen, die we evenwel 



(124) 



op de volgende wijze moeten schrijven: 

-P 

Tc' 

(125) 
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Voor |3 > O beschrijft dns het punt een spiraaWormige baan met 
een oneindig aantal windingen en verwijdert het zich op oneindigen 
afstand. 

Voor |3 < O daarentegen beschrijft het punt een spiraalyormige baan 
met een eindig aantal windingen, en komt het met oneindig groote 
snelheid in het centrum aan. 

140. IV van § 186. 

Hier moeten we dezelfde oplossing vinden als in I, doch met 
verwisseling van A en l'' en verandering van u in t«» 

Hierdoor vinden we: 






—y, — -* — *.— • 



(128) 



p =: cnu. 

Is u van O tot iT aangegroeid, dan is p = O geworden, terwijl 
d en t eindig blijven. 

Het punt beschrijft dus een spiraalvormige baan met een eindig 
aantal windingen en komt met oneindig groote snelheid in het cen- 
trum aan. 

141. V voor § 135. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier 



V «'r, V(l-p')(p'-/«') 
^AtJ\^Ï£l^ ^ 1^ 

V »•. v(i-p*)(p'-i»') 

„ ... 1— A»n*tt - 1-/K 

Wi, steUeu luenu i^^W'^' * = il^' 
dan gaan ze over in 



-^ V «Vj l + it* V rj l+fi 



Voor f«*<l stellen we 
waaruit volgt f* =^^ - -7;^.— • 
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Met behulp ran (43) vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 



iflr -^ \ 



1 



V 

snHie + K)^snHvi / .^«.cnu.eg/tii \ ) (127) 

L+c«' iviJn^ifiH4i8n^i8-\-K)xnHfi.dnHftJ 



2 «t»' t)}.cn' »if.e^»' M 



i 



1 — ^*«»*M.««*l« 

Voor. ««* tt = O is p = 1 , voor «»* t* = 1 is p = /t«. 
Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan met maxi- 
mum en minimum voerstralen r, en fcr,. 
Voor f«* > 1 stellen we 

waardoor we de vergelijkingen (127) zullen terugvinden, evenwel 
met verandering van f^ + JT in te, en van ivi in ivi-^-K. 

Het punt beweegt zich als bij fe'<l; alleen is zijn afstand tot 
het centrum bij 't begin der beweging een minimum. 



HOOFDSTUK XI. 
De kkacht ar-'+5r"*, 

142. De vergelijking ƒ = — (^r»-(« + «V, ♦)»**- |0r) = O. 

Is Ari~* =«*r,+ar,"* + l^r,"* ^0, dan schryven we deze 
vergelijking als volgt: 

is. 
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Nu is yoor p=4-<», +1 ,0,— 1,— », 

het teeken Tan 0: + , j-^ — ; . t-. -> +, 

zoodat we twee hoofdgerallen moeten onderscheiden: 
A: ^<0, <^ = (p-^)(p + v). v>l, 

> Ar,-' < 

B: |>0, <^=(p +,.)(, + v),||^<i, 



<P = {f\-l*)' 






Ieder dezer gevallen geeft weer aanleiding tot twee andere, zoo- 
dat we in 't geheel de volgende moeten onderscheiden : 

I./=^*p(p-l)(f-^)(p+v). P<0, 

/«=1 met -(«r,-»+P»-r*) = <oV.>-(«r,-'+.J(3r,-»), 



IL/=-*fi-'p(l-p)(p-^)(p + v), p>0. 



P 
,t = l met -(«r,-» + P'-,-») = «»r, <-(«r,*» + |P»-,-*), 

III. /=^*p(p-l)(p + ,«)(p + v), 0>O. 3^,--«r,-»<«V., 

rV. /=^'-p(l-p){p+^)(p+v). p<0. 20r. -*-«•.-'>»'»•, >0, 
P 

V. /=i^*p(p-l)(p4/«)'. |3>0. 2|3r,-»-«r,-» = «»r,>0. 

VI. /•=:Zili'p(i_p)(,+ j«)*. p<0. 3^r,-«-«r.-'=«»r,>0. 

Vn. /=i^'p(p-l)((p+<r)»+»-'). fi>0. 2pr,-»-«r,-»>«'r,> 
' >-(«r.-' + |^»-,-). 

Vin. /'==^-^*p(1-pX(p+')Ht*). P<0. 20r,-»-«r,-'<«»r,< 
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Voor Ar,"' = ft;-r,.-|-ar^~2 ^ 2|3^^-< --- Q wordt de vergelijking 

zoodat we voor dit geval nog twee bijzondere gevallen vinden: 

IX. /=i^'p(p^i), p>0, «•V,=~(«r,-^ + ||3r,-*)>0. 

Verder is o'- = 2 1/'+ A = A - «/•-* - |l3r- ^ 

143. De gevallen I tot en met VII komen geheel overeen met 
de gevallen I tot en met VI van § 83, zoodat we de formules (74) 
tot en met (81) als bewegingsvergelijkingen terug vinden. 

144. De differentiaalvergelijkingen voor het geval IX van § 142 
worden 



V «*r, yJp(p-l) V 



^r,-' P'rfp 



VMp-I) ~ V r, Vp(p-I) 

Deze geven tot bewegingsvergelykingen : 



itJ 'i^- = si( vr+ Vp"-^) +(2p + 3) VpF^H). 

V r, 



(128) 



Het punt verwijdert zich dus tot in het oneindige langs een 
spiraal vormige baan met oneindig veel windingen. 

Voor 't geval X van § 142 gelden dezelfde bewegingsverg lijkingen, 
die we echter als volgt schrijven: 



^ ^ 5 (129) 

4^ \/ "''l''''' = ^^9T9 y/ ~^ +(2p + 8) VTÖ"^. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraal vormige baan met een 
eindig aantal windingen en komt met oneindig groote snelheid in 
het centrum. 



N.A.V.W. D1.XIV. 
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HOOFDSTUK XH. 
Db ksacht ar'^-^-hr. 

145. De TCTgelyking /=(3r*+ Ar» -{«+«* r,'*) =0. 
Deze Tergeüyking, onder de volgende gedaante geschrefen, 

pr, 
zijnde, doet onmiddellijk de volgende hijjzondere gevallen zien: 

L /=Pr,*(p»-l)(p» + A**), P>0, «•r,+^rr'>0, 
II. /=(3r,*(p'-l)P* . P>0, «*r, + «r.-'=0, 

in. /=pri»(p»-l)(p^^^«), (3>0, «V. + «rr*<0, 

/E«» =1 met «*r, +aft"' = — (3r, , 

IV. /'=-(3r,*(l-p*)(p*+^«), p<0. ««r.+«rj-*<0, 

V. /=-(3r/(l-p*)p* , p<0, «V.+«rr'==0, 

VI. /=-|3ri*(l-p«)(p»-A**), p<0. «Vi+«rr'>0, 

/E«* =1 met «»r, + ar,** =— |3r,. 

Verder is »« = 2 27+* = A+pr*-«r-*. 

146. I van § 146. 

De differentiaalvergelijkingen (B) en (6) worden hier 



V «*r. 2,»V(p«-l)(,»+j«' 



aV(p»-l)(p'+A.') 
zoodat de bewegingsvergelijkingen zgn: 






(180) 



Het punt beschrijft dus een baan met asymptoot, die door het 
eentrum gaat. 

Opmerking. De vergelijking van de baan kan onder de volgende 
gedaante gebracht worden: 
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Vh?^' 



welke voor a = O een hyperbool voorstelt met het middelpunt in 
het centrnm, de baan, die het punt zou beschrijven onder de wer* 
king van de afetootende kracht br. Be beweging is dus de ge- 
stoorde van deze; de storing bestaat in een wenteling van de baan 
om het centrum met een hoeksnelheid , ieder oogenblik gel^k aan 

( W 14 —^ 1 j X de hoeksnelheid van den voerstraal. 

147. II van § 145. 

Aangezien hier de bewegingsdifferentiaalvergel^'kingen zijjn 



V ».»r, p«^p»_i* -^ ""^ Vp*-1 
zoo zqn hier de bewegingsvergelijkingen: 

Het punt beschrijft dus een baan met een asymptoot, die door 
het centrum is gericht. 
148. III van § 145. 
Hier zijn de differentiaalvergelijjkingen : 



(181) 



V «•»•, 3p.V(p*-i)(p>-^') 
±dtyl^ = 



2v/(p'-l)(p*-/«* 
zoodat de bewegingsrergelijkingen zijn: 



^» 



/ -ar,-* , \/p'-iK*4- V(p*-l)P«* 

<1: ^«t/-l+_=li_ =? y^ Pjr V VP ;>* , 



Vi-p«* 



(182) 



-T 'jj -.r.-V_W.'-p-W(l-P»).- (188) 

^ V ^ «»r, Vp'(p«*-1) 
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De beweging geschiedt dus voor ^> < 1 in een baan met door 
het centrum gerichte asymptoot; roor ^«>1 in een spiraal met 
oneindig reel windingen. Het punt komt dan met oneindig groote 
snelheid in het centrum. 

149. rV van § 14B. 

Hier moeten we (130) als bewegingsvergelijkingen terug vinden, 
die we evenwel als volgt schreven moeten: 






(184) 



Het punt zal dus met oneindig groote snelheid in het centrum 
aankomen, rich bewegende langs een spiraal met oneindig veel win- 

dingen. 

150. V van § 145. 

Hier vinden we (131) terug, welke wij als volgt schrijven: 



>r^=^'^ 



(135) 



/1~P* 



Het punt beweegt zich als in 't vorige geval. 
151. VI van § 145. 

Hier geven (132) en (133) ook de bewegingsvergelijkingen, die 
we nu onder de volgende gedaante schrijven: 



f^'Kl' 



f**>l' 



'«»->-'' 


p'-f*» 


» 






/«' ''" 


1 


/" ^«- 


p* 



(136) 



(187) 



/ p«-l 
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Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan. 
Opmerking. Be vergelijking van de baan kunnen we op de 
volgende wijze uitdrukken: 



P': 



V «*r, A«* V «^r, 

welke voor 0e = O een ellips voorstelt , welker middelpunt in het 
centrum valt en welker halve assen r, en /ttrj zijn. De beweging 
voor ecr'^'\-br is dus de gestoorde van die onder de aantrekkende 
kracht br alleen. 



HOOFDSTUK XIII. 
De kracht ar"*+5r'. 

152. De vergelijking fzs; J ^r^ •\-hr^-(ci+ a^r^^) = 0. 
We schrijven deze onder de volgende gedaante: 

We kunnen dus twee hoofdgevallen onderscheiden: 

^ "'^'^y'"' <o. <j)=(p>-A.'){p»+v>). 









(J)=(p« +!»«)' 



}pr.» —f' 



terwijl Toor «'r, + «r,~' = O, ^ = p'{(i*+l) wordt. 
Wq vinden dus de volgende bijzondere gevallen: 
I. / = -ipr/(l-p«)(p»-|«')(p' + v'), p<0, 

A.»=:l met -(«r,-»+P»-|') = «'»-i>-«r,-', 

II. /'=4.ipr,«(p»-l)(p'-,»«)(p'+v»). ^>0, 

jk'=1 met -(«r,-'+P»',») = w'r, <-«r,-'. 



2d 

m. /=-Mr,«(l-p»){p» + ,.»)((.*+v»). P<0. 

-«r,-»>(»*r,>-»ri-» + iP'-i*. 
17. /' = + ipr,«(p»-l)(f»+/«')(p'+v»), 0>O. 

V./ = -ipr/(l-p»)(p» +,.«)'. ^<0. 
VI./ = + iPr,«(p»-l){p>+^»)». p>0, 

VU. ^ = -i^r,«(l-p»)(p» + «r')* + r'). ^<0. 

«'r,<-«r,-»+iP'*i'. 
Vm. / = + i(3»',«(p«-l)((p» + 0*+T'). P>0. 

IX. /' = _j(3r.''(l-p»)(l + p»)p», p<0. -«r,-»=-*r,. 

X. / = +{|3r.*(p*-l)(p» + l)p'. P>0. -«r,-'=«»r.. 

Verder is t>» = 2 Ï7+ A = A-ar» + { (5r». 

153. I ran $ 162. 

De difEerentiaalTergel^'kingen (6) en (6) worden hier 



) 



V «-r, 2p»V(l-P*)(p'-|»')(f' + v* 

V r. 2V(l-p»)(p»-f.')(p*+»*)* 

Voor ft<l stellen we hierin, evenals in § 16, 

l-p« = (l -!»«),»««. *'=^=^. 

waardoor zij overgaan in 



V «V, Vl+v» P* V r, Vl+v» 

Wordt nu eindeyjk 

gesteld, zoo gaat p* over in 









zoodat de bewegingsyergel^kingen worden: 






-AÈhL- 



r-^. 



9f^[iB'\'K) 



(188) 



j^ _ -^ 9n{is + A') ün(«, t'g+Z ) 



Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan met r, en 
/^r, tot grootste en kleinste roerstralen. 

154. Voor fe> 1 stellen we in de differentiaalvergel^kingen, eren- 
als in § 18 : 

pï-l=(l + y*)^-^, ^t = ii_L, *'i_it]L, 

dan gaan ze orer in 

V «>r, \/^*-.l 

«. » . du ^ (l+v^)k*sn^u.du 
Stellen we nu nog in -— = du- • ; . /^ , — z : 

i— r — r kcnis uv ênieJnis 

v'=-.»«M. du» Vf*»-i=-p-. 7^ïzï= -iï^i^TT' 

_ . du ^ icnis _. , . . 

dan 18 -7-z=rf« I — ; — r— ;- atllffi, »f), 

p* ênis.dnts ^ '* 

zoodat nu de bewegingsrergel^jkingen worden: 



tJzIEZ^Il., 1(139) 

V y^ cnis \ 

1 tcntg <^tn(tf, tg) 

p> snii.dnie du 
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Het punt beweegt zich als in 't vorige geval; alleen is hier de 
afstand Ti een minimum afstand. 

166. II van § 152. 

Hier moeten we voor /tc^<l de formules (138) terug vinden; 
we veranderen echter u in iu en verwisselen k met k\ en stellen 
alzoo 

^ ^ ^ ^ cn^u' 1 + v* 1 + v* 

waardoor de differentiaalvergelijkingen overgaan in 

fjtvk' du 



±41 



V «*r, 



nu IS 



^f« cn^u.du cn^u,du 



P* (J»*«-f (1— /t«*)«»* « 1— /E**«»*tt* 

stellen we nu /m* z= ^*«»*e, zoodat Vl— A**=<^'»« en 

- r = — y-j IS, dan is — =. du - ,- dn(u,e)y 

zoodat we voor de bewegingsvergelijkingen vinden: 



tJlIïZ = pL, j (140) 

1 <^»e éfn(«, f) 

p* k^snexne du 

Is tt van O tot K aangegroeid, dan is p = oo geworden, terwijl 
ö en ^ eindige waarden behouden. 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, 
welke door 't centrum is gericht, en komt na een eindig tijdsver- 
loop met oneindig groote snelheid op oneindig grooten afstand. 

156. Voor Ac*>l moeten we (139) terug vinden, doch u moet 
in »« en k en k* met elkaar verwisseld worden. Wij stellen dus 
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dan gaan de differentiaalvergelijkingen over in 



/ «r,"^ jMv du 

Nu IS — r= =14- -— • 

stellen we dus 

,«» = *«'(«+ »^'). dus \/7:rp-=!£üIi+i£) 

^v 8n(6 + iK'),idn{6+iK') 

f dan wordt 

zoodat de bewegingsvergelijkingen zijn? 



/ 



,J-l-'-IC'="!'W.-''-('t'«)._n(..,+.-g). 



P* 9n{6iiK')Adn{e^iK') du ~ 

Is ff van O tot e aangegroeid, is p = O geworden, terwijl t en 
d eindige waarden blijven behouden. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraalvormige baan met een 
eindig aantal windingen naar het centrum, waar het met oneindig 
groote snelheid aankomt. 

157. III van § 152. 

Als in § 7 stellen we in de differentiaalvergelijkingen 

i-p« = (i+^.).„.«. *'=ïi^. ^"=f+^. 

dan gaan ze over in 






Nu ia 



1 _. , (l+f^^)sn'u . 
p* ~ ■^1-{1+It**)«i»*tt' 



stellen we dus 1 + ft* = ^* «»*(« + »^) t 

zoodat 

wordt » zoo kunnen we — op de Yolgende wijze uitdrukken: 
P 

du _ èn[€'\'iE!) _„, , .^^^ 

p' %cn[s\-%K:).%dn(B-\-iK) 

zoodat de bewegingsvergelijkingen worden: 



V «*»'i ««(g + iJT) 

p* ~ icn{6'^iK).idn[e\%S:) du 



ê»*6 



«»*g— «»'u 



Is ff van O tot f aangegroeid , dan is p = O geworden , terwijjl d 
en t eindig blijven. Het punt beweegt zich dus als in de vorige 
§ is gevonden. 

168. IV van § 152. 

Hier moeten we (142) terugvinden, doch u moet in «'m veranderd 
en k' en k met elkander verwisseld worden. 

Wij stellen dus in de differentiaalvergelijkingen 

dan gaan ze over in 






Stellen we nu rerder in 



«7 



--1 (l + i^')«»»*«« 



dan wordt — = i« + -- — ; ^ din (u, ie) , 

zoodat de bewegingsvergelijkingen worden: 

A / -i . «^i~' k^sniexnis . . 

ö\/i+~r— = . , . — i» + fn(«,f0), 



V r, dnte 



l , , idnis din(u, ig) 

f* k^sttiexnie du 



(143) 



Ia u van O tot Z aangegroeid, dan is p = oo geworden, terwijl 
^ en 6 eindig blijven. 

Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, 
welke door 't centrum is gericht, en komt in eindigen tijd met on- 
eindig groote snelheid op oneindig grooten afstand. 

169. V van § 152. 

De differentiaalvergelijkingen zijn hier 



V «'r, 



f^Up' 






Deze, geïntegreerd, geven de volgende bevreging8vergeli|jldngea 

Is f van 1 tot O afgenomen, dan is (= oo geworden, terwnl t 
een eindige waarde heeft. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraalvormige baan met oneindi? 
veel windingeo, en komt met oneindig groote snelheid in het oen- 
trom aan. 



160. VI van § 152. 

Ook hier gelden (144), die we evenwel als volgt schryven: 



p*-l 



Hieruit blijkt, dat het punt in eindigen tijd op oneindig grooten 
afstand gekomen is langs een baan, die een door het centrum ge- 
richte asymptoot heeft. 

161. VII van § 162. 

In de differentiaalvergelijkingen 



waarin hier (5) en (6) overgaan, stellen we als in §11: 

2Jk^ = ^ + (r' + 1, 2Jk'^ = i4-((r* + 1), 
dan gaan ze over in 






t\ 2V2 



Nu 18 -r = • 



p» l-^+(l+^)y 



stellen we nu ^^r- =*»»«'(« + »-S^') . 

zoodat rf»Hg4>^') = - ^^7!^' > *»cfi*(f + fir')=-^,^ 
is, dan wordt 
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zoodat de bewegingsrergelijkingea z^n: 

T^ > 



f sn^e — ên^u 



{8n$Jnu\%nu,dn6 ^, . ._,.! 
Z , n(tt,e4»A')> 



(146) 



Voor « = 6 wordt p = , 6 z= oo en blijft ^ eindig. 

Het punt beschrijft dus een spiraalvormige baan met een oneindig 
aantal windingen, en komt met oneindig groote snelheid in het 
centrum. 

162. Vltl Tan § 162. 

Hier vinden we dezelfde rergelijkingen (146) als bewegingsverge- 
lijkingen terug; alleen moeten de beide leden 'van de eerste twee 
met i vermenigvuldigd worden , waaruit , volgens de differentiaalver- 
gelijkingen blijkt, dat A mét het omgekeerde teeken moet genomen 
worden, en dus k en k* met elkaar verwisseld. 

Westellen dus p>-l = 4l^. 4» = (1 + (r*)* +t», 

2Ak^ =zil-(l + (r»), 24;fc'* = i4 + l + (r». 

Verder gaat . . over in . ^ — zoodat we moeten stellen : 

Hieruit bl^kt, dat s^iE! in (146) moet vervangen worden door 
is, zoodat de bewegingsvergelijkingen onder de volgende gedaante 
komen : 






,^-Jr^rr!^, 



Clltf.tf , 



so 
— =1+ ^ — r-^ • • (W) 

• Voor tl := 3 Z wordt p = oo en behonden d en ^ eindige waar- 
den. Het pnnt beschrijft dus een baan met een door het centram 
gerichte asymptoot, en komt in een eindig tijdsverloop met oneindig 
groote snelheid op oneindig grooten afstand van het centrum. 

163. IX van § 152. 

Dit is een b^zonder geval van I § 162; we hebben slechts /»^0 
en V := 1 te stellen. 

We stellen dus p*=c««'fi, ** = 4=A^*; dan gaan de diffe- 
rentiaalvergelijkingen over in 



V «*»'i en>u -*- V r. 

Zoodat nn de bewegingsvergelijkingen worden: 

Bnu,dnu 



♦'v/^ 

'\/=^:-^=' 



cnn 



+ **U-i^(tt), 



(148) 



f =:cnu. 



Voor tt rü JC wordt p s: O , d daarentegen oo en t eindig. 

Het pnnt beschrijft dus hier een spiraalvormige baan met oneindig 
veel windingen, en het komt met oneindig groote snelheid in het 
centmm aan. 

164. X van § 152. 

Wordt in II van § 152 fc = O en v =. 1 gesteld, dan vinden we 
dit geval. We stellen dus 

waardoor de differentiaalvergelijkingen overgaan in 



eoodat nu de bewegingsvergelijkingen zijn: 

i« \/!-ftr= J^(«)-*'* (14») 



dl 



1 } (14») 



cnu 



Voor. ti=.K wordt p = oo , terwijl ^ en ö eindige waarden be- 
houden. Het punt beweegt zich dus in een baan met een door 
het centrum gerichte asymptoot, en 't komt in een eindig t^dsver- 
loop met oneindig groote snelheid op oneindig grooten afstand. 



HOOFDSTUK XIV. 

Db kbacht ar'^^hr^. 

166. De Tergelyking ƒ = j^r» +Ar«-(* + «»r,*) = 0. 

We schrijren deze Tergelijking eerst onder de Tolgende gedaante: 

/^i^r.'Cp»-!)*^, waar <^ = ,«+,♦ + ?» f-^^^^^f^i^- 

Nu is Toor p*=+oo, +1 % O , 

het teeken van (f: + , i-Z L , '^ ' , / — » 

Pri* Pr,* 

-1 , -«>» 

zoodat we twee hoofdgevallen moeten onderscheiden: 

T A * 

en ■^«'(l + i^'+f'*) =- *''*"' "''T'"' ' 

en omdat (1 + /^*)* <4(l + f«» +f**) is voor elke waarde fan /t«, 



zoo zien we, dat de beide wortels van 4^ = O onbestaanbaar zijn. 
Wij hebben dus 

i./=;.pr,«(p*-i)(p^-f**)((p' + ^^r + T*), 

f*» = 1 met 0> ' , ' = - 1. 

> Pr,' < 

In B is 

Omdat ook hier (1-/e**)- <4(1 -ƒ** + jk*) is voor elke waarde 
van fA , zoo zijn ook hier de wortels van 4» = O onbestaanbaar. 
Bijgevolg 

m. ƒ = • (?r , «{p»-1)(pH l)(f • + I ), "-^^.^ = l . 



in elk van deze vier gevallen moet (3 > O en < O genomen 
worden. 

Verder is o* = 2 CT+A = A-ar"* +^0r«. 

Opmerking. Dat ƒ = O twee imaginaire wortels moet hebben , 
volgt ook uit den bekenden regel, die zegt, dat als twee opvol- 
gende termen (hier p® en p*) ontbreken, de vergelijking minstens 
twee onbestaanbare wortels moet hebben. 

166. I van § 165 voor 0>O, jm* <1. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier 



V «V, 2p»V(p*-l)(p'-f.»)({p» + f')' + T») 

V r, 2V(p'-l)(p»-/«')((pH<r')» + T») 

Stellen we hier, evenals in § 44, doch met omkeering van het 
teeken van 9, 



S3, 
dan gaan de differentiaalrergel^'kingen orer in 



V r. V 4^,^, 



± 

Verder is 
1 1 + f** 1— /M* C«tt 



1-ft» 1-^V* »»'« 



2^» 4^,^' (1 + ^1^ ')' 



Wordt nu * ^ ^ -' =*«««'(« + fi-') 

gesteld, waaruit rolgt 



4^|K» 

l-;««y 1 -(«»r,+«r,-») 



^ ^ ^ V 2/** ; ^,^, }pr,» 

dan kunnen we p* onder de volgende gedaante brengen: 



/ 1 -(>.«r.+«r, -') rf«_l+i»'., , ..^., 

1 — /rsn^[s + » A ). «»'« 

1 — a* 
in 'toog houdende, dat 1-^V* = — ^p (A«Hfl-* +r*)> O is. 

De diflPerentiaalrergelijkingen , nu geintegreerd , geven de Tolgende 
bewegingsrergelijkingen : 



20 . /«l-f^IIl=l±4.f^e?tl(. + »r).«- 






K A. t. W. Dl. XIV. 



si 
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— X i-: — -^ — ' = -- — - ,%kcn(e-\'%K).u, 



Omdat nK. + »zO = n(«,o + '-^-^ + i^;4T^l 

is, kunnen we de bewegingsvergelijkingen ook onder de volgende 
gedaante schrijven: 



2 6 \ -1 ^ = r-~c»g) .« + 









\/ 



— i J i — ' ^= __J , f/ 






(160) 



waarin c«.== 4^ gesteld is geworden. 
■^+1 

Voor tl z=. jf wordt p = oo , terwijl d en ^ eindig blijven. 

Het punt beschrijft dus een baan met een asymptoot, welke door 
't centrum is gericht, en komt na een eindig tijdsverloop met oneindig 
groote snelheid op oneindig grooten afstand. 

167. I van § 165 voor P> O en fji}>\. 

Voor jt<*>l maken we gebruik van dezelfde substituties, doch 
nu is i4<l, 1— -^/x*<0, zoodat met 

de vergelijkingen (150). o vergaan in 



n. / -. «T' Z/^'+l \dn€ . 

V (ü'r, \f«' — 1 J sns 



+ 4^ — — -^, — -^ T— ( - n(«. ^ . 

«»(e — u)\sn€,anu — snu.dne) \ (\Ki\ 



V rj /x' — 1 sne 



, l + <7«>j cnu — cns 

p' = . . 

1 — ene cnU'\'Cnvi 



as 

Voor « = f wordt p = O, 6 =:: oo, terwijl t eindig blijft. 

Bijgevolg beweegt zich het punt in een spiraalrormige baan met 
oneindig veel windingen , en komt het met oneindig groote snelheid 
in het centrum aan. 

168. I van § 165 voor (3<0, f^^ <l. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) gaan hier over in 

V «»•. 2,»\/(l-p«)(p»-;«»)((f«+<r»)»+T') 

V r, 2v'(l-p')(p»-A«')((p»+^')' + T«) 

Doen we hier dezelfde substituties als ia § 166, met omkeering 
echter van het teeken van A, waardoor k en k' met elkaar verwis- 
seld worden, dan gaan ze OTer in 



± 
± 



V «*r, V 4^i^i P* 

V ri . V V,^j 



terwijl 






i-/<» i-iv* »»*« 



is. 

Stellen we nu , , , =— ^»a«'tg, -■ . - =1 cwtf, 
^Afjr -^+1 

, ^ ^ , e?«te + tAr««*e . l+c«»f 
waaruit volgt: Au^ zn -^ — ; — -r; r-> -4=-= , 

S500 vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 



/ 






-%r^(*e?fii£.^) +»n(tf,te), . (152) 



3* 



S6 



t \/ ■ — =.zr^-T.kcnt6,Ut 

V r, 1— /E*» 



. (152) 
, 1 — cnyi dnie — ikanis.cnu 

dnis — ikanie 1 — cnfixnu 
Voor c«M = l is p* = l, voor cnuz= — 1 is p*=f«2. bijge- 
volg beschrijft het punt een regelmatig gegolfde lijn. 
169. I van § 166 voor P<0, /x*> 1. 

Is jE«*>l, dus i4<l en 1 — i4/{**<0, dan maken we dezelfde 
onderstellingen als in 't vorige geval, en vinden voor de bewegings- 
vergely kingen : 



(163) 



V «*ri fji} — 1 

t \ ! = -- — - kcnts.u, 

V Tj /E**— 1 

l + c«if dn%e-\-ik9n%€.cnu 

dnie + ik^nie l + c»»f.cwtt 

Hierin is 

dnis — ikanie , . 1 — -4 . ^ 1 — cntj 

dnte-\-%ksnt6 1+il l + ctm 

Voor cnu =s 1 is p* =. 1, voor cnu :=z — 1 is p* = /t**. Bijge- 
volg beweegt het punt zich in een regelmatig gegolfde baan. 

170. TI van § 166 voor p>0. 

Dit geval volgt uit dat in § 166 behandeld, als daar /t** met het 
tegengestelde teeken genomen wordt. 

Wij stellen dus 

y,»=(l + *«)» + T', ^,»=(,r»— !«,»)' + r». 
Hiermede worden de differentiaalrergel^kingen (6) en (6) 



V «*r, y gtgt ^ 'f* 

V »-, V 4y,y, 
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Nu is 

1 1— ft* 1+jK* onu 

l + lt* l-^V* «»»w , 

SteUen we nu ^^T'f^'^* = " *' ««' »«. 

4^fc' 

waaruit rolgt: 

zoodat we nu voor de bewegingsvergelijkingen vinden: 



(164) 



V «»r, If/M* 

V r, l + |t*» 

, dnis — iksnis.snu 1 — cn>j 

p ï= ; ; . • — -^— , 

dnie^iksnie cnu^cnyi 
Hier is cnvi = — — - gesteld. 

Voor u = 19 wordt p == oo; het punt beschrijft dus een baan met 
een asymptoot, die door 't centrum is gericht, en 't komt met on- 
eindig groote snelheid op oneindig grooten afstand. 

171. II van § 165 voor 0<O. 

Nemen we in de vorige paragraaf ^ negatief, zoodat k en k' met 
elkander verwisseld worden, dan gaan de differentiaalvergelijkingen 
over in 



± 



V «*r, V ^,^2 ^ p* 

V r, V ^9i9^ 

verder ^1±4^1L - *> ,»» (^ + iK'), 



Wordt 



«« 



dus 



'-^'^^-oM'+'n 



-*»cn»(«+,»^' 



/H-i»«'\' A«'(^*-t-T*) 



'=(^) 



^i^l 



gesteld, dan wordt — -: 



v/'-^^7=— '-->'ri?^ 






De bewegingsyergelijkiügen zijn dus: 



(!^U 



2d 



/ 



«r, 



«*ri 






'v/-=^rf^ = rf7-"'-c+"^'-»' 



»' = 



cng-|'<^^^ 1 — ^»* 



c»5+ 1 1 — cnvi.cnu 

Omdat n(u..4.-JC') = n(«..) + ——« + 4i^-^i^ 



is, kunnen wij ze als volgt schriJYen: 



/ ar,-' / 1— ^*\ dne 



\/ 



(sns.dnu — 8nu,dn6)sn{s + u) 
— («*r|+ar,"') 2fA^ dns 

- — tT"^ ï~ • -~— . U , 

j C»W + C»e 1 — C«M 



+ n(f/,g). 



(135) 



l + cwf 1 — cn^.cnu 



I 



Ts u van O aangegroeid tot (2 A' — g), dan is p = O geworden, terwijl 
d en ^ eindige waarden blijven behouden. 

Het punt zal zich dus langs een spiraal vormige baan met een 
eindig aantal windingen bewegen en met oneindig groote snelheid 
in het centrum aankomen. 



a9 



172. in ran § 165 voor P>0. 

Hier steUen we p* = -, *» = | = *'* , 
y 
dan gaan de diflferentiaalTergelij kingen (5) en (6) oyer in 



y—cnu, ±d^Jli^^^^—lkcnudu, ±dt J ^^^ =\kdu, 
zoodat de vergelijkingen van beweging worden: 






cnu 



(166) 



Het punt beweegt zich dus in een baan met een asymptoot, die 
door *t centrum gaat, en komt na een eindig tijdsverloop op onein- 
dig grooten afstand met oneindig groote snelheid aan. 

178. III van § 16l6 voor p<0. 

Wanneer we hier p* = c»w, jfe' = Ar'* = | 
stellen, dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in 



. « 7* / , ar, -3 hdu ^ ,. "X&^i , T 

±2(ffl\/— 1 ^ = , ±%dt\ ''^ ' ' = kdu, 

V «*r^ cnu V r| 

zoodat de bewegingsvergelijkingen zijn: 



S,,/_l_:::^ = ,''"»+»"" 



p* =.cnu. 



cnu 



(167) 



Het punt beweegt zich dus in een logarithmisch-spiraalvormige 
baan naar het centrum, waar het met oneindig groote snelheid 
aankomt. 

174. IV van § 165 voor (3>0. 

Wc keeren in § 170 het teeken van o-* om, zoodat i4<l en 
1— 4f(^<0 worden, en het teeken van den laatsteu term in 

de uitdrukking voor — ■ moet omgekeerd worden. Door dus 
P* 
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kante 



en 



l'-A 



te stellen, gaan de yergelijldngen (154) oyer in 



= (jn)j 



/ 



+ BffTff\^kcnie.j^j^tniu,t6), 



t \ ! = — -— kcn%€M, 

V r, 1+^' 



(158) 



ft* — 



dnU'\-ik8ni€Xnu 14*<^mm 



cent's -ft A;a»»£. 



cnu-\'Cnfi 



Is tt dus van O tot (2Z— m) aangegroeid, dan is p = o© gewor- 
den, terwijl d en ^ eindige waarden blijven houden. Het punt be- 
weegt zich dus in een baan met een asymptoot, die door 't centrum 
is gericht, en het komt na een eindig tijdsverloop met oneindig 
groote snelheid op oneindig grooten afstand. 

176. IV van § 165 voor p<0. 

Als we in de onderstelling van § 171 het teeken o-* omkeeren, 
waardoor -^<1 en 1— ^f6*<0 worden, dan vinden we (165) als 
bewegingsvergelijkingen terug, mits nu 






en 



l-A 



: CltM 



gesteld worden. Derhalve 



«A / -. «^r' //^*-l \dne 

V «*r, Vf«* + 1 / «»e 



y Aane.dnu^ 8nu,dnB)an[e'\-u) 

+ 1 ^ / j 3 — ^ — 't ; "" ^ (**> ^h 

{sns.dnu-anu.dnejsn^e—u) 



I -(w^r, -j-grt'») _ 2/x* (^ug 
V r^ ~/x*+l«"^'"' 



1+C«M C«W — C»Ê 



(169) 



1 — cn€ l + c«M.cn«* 

Het punt beschrijft dus een spiraal vormige baan met een oneindig 
aantal windingen, en 't komt met oneindig groote [snelheid in het 
centrum aan. 
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HOOFDSTUK XV. 
De khacht ar^^ + Jr'^. 

176. De vergelijking /= — (Ar*- «' r/ r*--* ar-|^) = 0. 

In de onderstelling hr^-^ = «* ''i + 3 «^i~* + 1 (3ri"* ^ O bren- 
gen we deze vergelijking onder de volgende gedaante: 

/=^(P-1)*, waar* = pHp^+(l-^J.)p + ^^^ 
Voor p=+oo, +1 ,0, ^1,-00, 

18 het teeken van ^: + , — * — ±i_! — , li, -_- ^ — i, 

kr^'^ h h 

zoodat we twee hoofdgevallen moeten onderscheiden: 

> *»-,- < • 

B.J>0. * = (,+ ,)(,«+(l-^), + l.^'j. 

< « > 

a = 1 met T == 0. 
> A < 

Hieruit worden gemakkelijk de volgende gevallen afgeleid: 
I./=^(f-l)(p-^)(P + v)(() + <r), ^<0. 

^|lmet.«r.|-(.r.-'fgr,-'). ;;4V> "^•V'^^^ 

Ar.-' <'*i 2 j • 



Ar.-' -"1-2-;' 
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^ = 1 met «'r,=-(«r,-» + pr,-»), _-L < _Ï!_L_I1T_ , 
IV. /=-^*(l-p)(p-^)(((. + 0» + T«). |S>0. 

VL/z=^(p-l)(p + j«)({p±,r)'+r»), ^>0, 
VII. /•=^*{p-l)(p + ,«)((p±v)>. fi>0. 

vm. /'=^(p-i)(p + i»)(p±v)(p±^). p>o. 

<*'^>' Ar,-' V 2 ,' Ar,-'^ 4 

Onderstellen we dat Ar,"' = «'r, +4«r,-' + 4^^r,"* ;=0 is, 
dan kunnen we de yergel^king / ss O onder de Tolgende gedaante 
brengen: 



^="^(-')('-'^)^ 



zoodat we nog twee geyallen vinden: 
IX. ƒ=— jU(l-p)(p-,«), ^>0, |«§1 met «»r,^iprr', 

X. /=— ^-i^(l-p)(p + ^), p<0. A«^l met «=0. 
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Verder is »*= 2 CT+Aaa: A — |«r'*— J^jBr"*, zoodat » = oo is 
als r = O wordt, en v z=. yj h ah r = oo wordt. 

177. Wanneer we de voorwaarden, waaronder ze plaats grijpen, 
uitzonderen, dan komen de gevallen I — JV geheel ov^een met de 
gevallen I — IV van § 50. 't Is dus voldopnde te verwijzen naar de 
voor die gevallen gevonden bewegingsvergelijkingen. 

178. Het geval onder V genoemd komt overeen met de gevallen 
IX en XII van § 51. Alleen i« hier /m<1 waar daar |u> 1 is, en 
omgekeerd. 

Voor /c«<l maken we dezelfde onderstellingen als in § 66 ge- 
maakt zign. Omdat nu echter ^i — yi <0 is, en uit ^j* — |t«*yj* =: 

= (1-^) {(,r»+ T»)(l+,*)-/»(l-^)} = ^ {^^ -M»(l-A.)} 

volgt, dat ^, — /t*^» = O is met ^ — ^--^ = fi* — — , zoo moeten 
we hier de volgende gevallen onderscheiden: 

B. ,.-,,,=Omet.(^-Zf)'<iËri^=,.JZ_^. 

C. ,.-.,, > O n.et ^ (lZff)'< iÊL^ >,' i^; 

zoodat A en B gelden voor /x> \/5 — 2, en .C voor /x < Vö~2. 
In A stellen we^^» = cn(f + 2ir) , ^^ = cn(in + 2»ir'), 

in B stellen we^^^-^ = c«ir , ^^^-i^ = <?n(M + 2tir'), 

in C stellen we ^'7^^' = ^«« » ^l±fj _ ^^z,-^ ^ gt ff), 

^i + ^i ^i-^i 

De bewegingsvergelijkingen zullen dus gegeven worden door de 
formulen (58) wat het geval A betreft; voor C moet e in e — ^K 
veranderd worden, wat geschiedt door de teekens van cwg en %ne 
om te keeren. Voor B moet ene = O gesteld worden. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraal vormige baan met een 
eindig aantal windingen, en het komt met oneindig groote snelheid 
iüi het centrum aan. 
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Voor iK>l doen we dezelfde substituties als in { 75. Maar om- 



i'-m '■• 



dat nu ^i-^i>0 en ^j»-^4*9j* = 

hebben we fl',-/!*^, =0 met ^7^~^*- 

We yinden dus de formulen (65) als bewegingsyergelijkingen terug 
voor ^i— /t«^, > 0; wordt daarin ene = O, dus a»g = 1 en dne = k' 
gesteld, dan gelden ze roor ^,— /m^j=:0; wordt eindelijk e in 
6+2K veranderd, dan gelden ze voor ffi-f^g^ <0. 

Het punt beweegt zich als b^* iK<l is gevonden. 

179. Het geval onder VI genoemd komt overeen met V en VI 
van § 51, alleen is ook hier /t«>l, waar daar fi<l, is en omge- 
keerd. Voor f4<^l maken we de onderstellingen van § 62. Omdat 

nu ^i-^y, <0 en^j-^^, = O met --— ^* =:^!1^_> »^(l-|t4)i 
> J^ + A* < Ar, 

is, zoo vinden we tot bewegingsvergelijkingen de formulen (52), als 

daarin de teekens van a nut en cnvi worden omgekeerd, voor 't geval 

y, — /M.^j <0; is ^, — ft^i>0, dan moeten de teekens van onie en 

dn ie worden omgekeerd. 

Is eindelijk ^j -ft^j = O, dus ^ — ^^^= cw(tg+2 iP) = qc = 

= (?»(ijr), zoo moet e in — A'' veranderd worden, zoodat ze dan 
overgaan in 

1— C«M 



P=- 



cnu — cnyi 






(160) 



«»' M 



In ieder dezer gevallen beweegt zich het punt in een baan, die 
een asymptoot heeft, welke niet door 't centrum is gericht. 

Voor fi>l voeren we de substituties van § 63 in. Omdat 

nuhieryi-^,>Oen^j-f*^j = O, met ƒ« j^ -~^ j <:I^'—=fi\ 

zoo vinden we voor ^,— /t*y, >0 de formulen (53) tot bewegings- 
vergely kingen ; voor y^ — »»yj <0 moet is in*g + 2tZ' veranderd 
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worden, of, wat op 't zelfde neerkomt, moeten en is en dn ie met 
tegengestelde teekens genomen worden. Voor ^.— fc^i moet 6 in 
K' worden reranderd, zoodat ze dan overgaan in 

1 +C»)f 



P = 



cnu + cnyj 



V ri «»*M l öfi )f \cnu-i-cnfi ') 

( —f X , cny^ .9n[yi- u),{mvi,dnu-8nu,dnvi\ \ 
\ ' 2 m{^\u),{myi,diiU'\'mu,dm} } 



myi.dn'yi 



(161) 



180. Het RCTal VII van § 176 komt oTereen met Vm en XI 
van § BI. Hier is echter P>0, terwijl in 5 BI P<0 was, en 
verder is hier /u < 1 als daar ft>\ is, en omgekeerd. 

«>0. Omdat /KV* r=/» ( -——) is, zoo is /u = l— 2v, zoodat 

we drie gevallen moeten onderscheiden: ft<\<v, ji« = |=yen 
j«>|>v. We vinden dus de formules van § 65 terug, die we nu 
als volgt schreven: 



' V «»r, V (v-A*)(v+l) V(r+v)(l+/K) I 

L av' V(f + ft)(H- v)- V(p-i)(v-At) \ 



V(V-,K)(1+V) 



V{p + vXl+A«) 



(i6è) 



,«=5=1 



-\/^=\/^' 






(163) 



(164) 



4S 

Is u van O tot )} aangegroeid , dan z^n p en t beiden oneindig groot 
geworden, terwijl fl een eindige waarde behoudt. 

Het punt beweegt zich dus voortdurend in een baan met een 
asymptoot , die niet door 't centrum is gericht. 

182. Vm yan § 176 yoor /»> 1. 

Hier moet vooraf onderzocht worden , hoe v en o- zich ten opzichte 
van de eenheid verhouden. 

Uit de waarde van \p in § 176 volgt 

v>l>(rvoor-(«r,-*+^^,"*)>«*ri>-(|«r,-*+iP^i"*). 
v<(r<l of v>(r>l voor-(«r^-*+pr,-^)<«V,>-(«tfri-*+lP^,''). 

Omdat verder /Avtr = ^^ ',^ </x (^-"o— ) 
is, zoo zal 

v<fl'<l zijn voor l>vflr< (-~ö" ) > ^^^ ^J^^' 

v> a-> 1 zijn voor 1 <v fl-< f — -- j , dus ƒ«> 8. 

Derhalve moeten we drie nevengevallen onderscheiden: 

A. /' = ^'(v-p)(f-l)(«r-p)(o + |»). 

iK>8, «'r,>— («r.-H^r,-»), «r,> — «p, 

B. /=^(p-l)Cp-»)(p-<r)(p + ^). 

■ v)((r— p)(p+/tt), 

«»r,<— («r,-»+pr,-»), «r, <— |p. 



c. /=*ri!(i_p)(p_v)(^_p)(f+j«) 



188. A ran § 183. 

V— 1 (i«+v){»-— 1) 

dan gaan de differentiaalvergelijkingen (5) en (6) over in 
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Stellen we nu verder 






waaruit volgt: 

— «»*ef dn* ie 

fA = — , V = -7-5 — , 



dan gaan de gevonden differentiaalvergelijkingen over in 



±idè \ ^ ,' .= 5; T-, du, 

-i- Xdt \ " ^ — zrz-^isnie.cnie.dnië- 
— ^ V ri ^ 



p^du 



8n* Yi^sn"^ is' 

zoodat we (167) voor bewegingsvergelijkingen terugvinden , als daarin 

y} + iK' door )j vervangen wordt. 

Alzoo 

1- k^ sn'^is.sn^u \ 



^^ 



I / T^^»"' ^ -isniexnieJ 

V r, 

= -i8nie.cni6Jni6. l -—^ -^^-^ — ■ ,. ' ^ + / ^^^^^ 

«»'m — ««'»f / k* sn^ ü'.s nu.cn u.dnu \ 

2sn*yi.cn^vi,dn^~yi \ l-kUn^^i.an^ u ) 

2 an* M.C»' >j.^»^ 11 '• ^ 

Voor «w* w = O is p = 1, voor «»* w wordt p = v. 

Bijgevolg zal het punt een regelmatig gegolfde baan beschrijven, 
met minimum en maximum voerstralen rj en vfj. 

184. B van § 1S2. 

Vervangen we in A v door ^yt, tn (a door -v, dan vinden we 
dit geval. 

1 ^ + ^« 

Door dus p = TT-^-— > Ar* = -T > . , X , 

N.A,v.W.l)l.XIV. 4. 



so 



te stellen, yinden we tot bewegingSTergelqkingm 






k^8n^i6 + K), 






Ste^llen we nu 
v-_. 
waaruit volgt: 

^^^layivi+iK'y ''~«»m^-i-*^')' ''""-c«*(m+»^)' 

dan gaan de differentiaalvergelijkingen over in 



^ = 



f rfd v/ ^'^^'"' = *^ (»^ + K),icn(ie +K)Jn{ie +K) ^^^ 



:4^V^:f 



= ««(tf + Z).»(Jw(ig + iï)-<^n(»e + Z) 



p* du 



zoodat we de formulen (167) voor bewegingsvergelijkingen terugvin- 
den, als daarin ie door »g + A' wordt vervangen. Bijgevolg: 

P = T"^^ r-^ ««S, 



!V.^'= 



««*(ïi + »Z')-»«»(*«'f ^ ** 
«»(•« + Ai).»c»(»g + A).(?»(»f + iT) X 






«+} 069) 



((*»*()j+»^)-*»*(»v+A))(c»*()j4»/r)+ 

+ +(^«(M+tA'H^»^(M+t^').e?»*(H»^))+ 
i + JimHi s+K),cn*(yi-^iK').dnUyi -^i^*) 



n(M,M + »«')}• 
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Is u ran tot h aangegroeid, dan zijn p en ^ beiden oneindig 
groot geworden, terwijl d eindig blijft. 

Het puDt beweegt zich dus voortdurend in een baan met een 
asymptoot, die niet door 't centrum gaat. 

186. C van § 182. 

Wordt in A (T door — ƒ« en ft door —o- Terrangen, dan vinden 
we dit geval. 

1-cr — 

Stellen we dus p±=z , ** =-) (' . ^v , 

^ l~v (<r-v)GE« + l) 

dan vinden we voor de differentiaalvergelykingen 

Stellen we verder hierin 

l~v ,. •,. . _ 1-v 



ff'V ff—v 



zoodat 



is, dan gaan ze over in 

1 — Ar*««')f.«»^tt 






tP»T'_ 



zoodat we in (167) te slechts door ie + K hebben te vervangen 
om de bewegingsvergelijkingen voor dit geval te vinden. Bijgevolg 
zijn deze 
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sn( is-{'K).icn(ie'\' K) Jn(i6 + K) 



Ipr,-^ __ 8n{is + K),icn(i6^K),dn{i6 + K) , 



i'\/^= 



M, 



*'\/'-^= 






A 



» + 



l (170) 



2e?.« . r *^^ ^ l-;^-..^..n^. --^W) + 

n(«,u)} 






,^»*ii)-4w*(»t'+/r).c«*>ï.t^»*iij 



2«»'ï^.CW*M.^»*M 



Voor 5»*« = is p=:l, voor sn^ w == 1 is p = v, bijgevolg 
beschrijft het punt een regelmatig gegolfde baan, die r, en vr, 
tot maximum en minimum voerstralen heeft. 

186. IX van § 176. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier 

d^ p' dp 



±d^Z=L' 



\/(l-p)(p-/u)' 



Stellen we hierin 






-±udtz=z 

1 + A^y' 
1 + y* ' 



V(l-P)(p-Ac) 



dan gaan ze over in 
Omdat 

is, zoo vinden we voor bewegingsvergelijkingen: 
voor /J«<1: 



V p— /» 



(171) 
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voor/t«>l: 



In beide gevallen beschrijft dus het punt een gesloten baan, die 
r^ en f^r^ tot maximum en minimum voerstralen heeft. 

Opmerking. De vergelijking van de baan kan onder de volgende 
gedaante gebracht worden 



r 1 — « 

1+ ^ a>* fl 

l + fA 

r * 

-— is dus de voerstraal van een ellips ; het centrum is een der brand- 
r 

punten; terwijl voor aa<1 rj de voerstraal is naar het pericentrum, 

voor /(« > 1 die naar het apocentrum. De baan van het punt is dus 

een kromme, die ontstaat door de reciproke waarden der voerstralen 

van deze ellips te nemen tot voerstraal. 

187. X van § 176. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier 

V(1-P)(P + /^) V(l-p)(p + i^) 

Stellen we hierin p = -- — -^- , dan gaan ze over in 



Met behulp van de reductie-formule in de vorige- paragraaf vin- 
den we tot bewegingsvergelijkingen: 

|«< = (|(lf,K)«-^)5^2>y/i^+^V(l-p)(f + i») + l (173) 
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Het punt zal zich dus in een spiraalvorm ige baan met een eindig 
aantal windingen bewegen, en met oneindig groote snelheid in het 
centrum aankomen. 

Opmerking. De baan kan op de volgende w^'ze in vergelijking 
geschreven worden: 

r ^ 

-^ stelt dus den voerstraal voor van een hyperbool. Het centrum 

is voor jE* < 1 geplaatst binnen den tak , voor jt* > 1 buiten den tak. 
De baan van het punt is dus een kromme, die ontstaat door de 
reciproke waarde van de voerstralen dezer hyperbool tot voerstraal 
te nemen. 



HOOFDSTUK XVI. 
Db keacht ar"^ + 5r~^ 

188. De vergeUjking /=^(Af«-«V.*r^-i^«r^-»P)=:0. 

In de onderstelling, dat Ar,-^ = «- r, + lar,-** +iPr,-' ^0 
is, brengen we deze vergelijking onder de volgende gedaante: 

is. Voor p» = + 00, +1 ,0, -1 , - oo, 

IS het teeken van 4/ : + , — ; , ^, l-*^^ ^ . 

Ar,-' h Ar,"' 

zoodat we twee hoofdgevallen moeten onderscheiden: 

.■|.„. --+';;-;.t £r.-|o. 

B.?>.. 

Het laatste geval geeft weer aanleiding tot de volgende: 
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P<0enA<0:4. = (pHi^*)(pHv*). (l+::^) > ^^ 
P>0 en A>0: * = {f»±,«')»(p*±v»). {'^- ^^Y > J^' 

*=(-•*•■)■+- ■ ('-i:7^)'<^'- 

In de laatste drie gevallen moeten de bovenste teekens genomen 
worden voor «^fj <Ar,"*, de onderste voor «'r|>Arj"^ 

Is ;ir,-' =:6j*r, + ^«r,-«+^(3r,-^ = 0, dan schrijven we de 
vergelijking ƒ = O op de volgende wijze: 

zoodat twee gevallen moeten onderscheiden worden, namelijk p>0 
en P<0. 

In *t geheel hebben we dus de volgende gevallen te onderzoeken: 

I. / = *-^(p — l)(p*-i^*)(p* + v'). (3<0, 

p 

/K = l met -(«r,-« + PT'') = «*'"i>-(T«'"r*-r5P''r'). 

II. /=^Mi-f'-)(p*-A«')(p'+'''). P>o. 

^ = 1 met -(«r,-»+pr,-')=<»'r, <-(Ja!r,-HJP'-.-'). 

III. /=^^'(l-p')(p'+f*')(P* + v'). P<0, 

IV. /=i^(p*-l){p*±A«')(p'±v'). ^>o. 

P 

(VT?*v'>VAv^)*<«*'-.+«'-.'' + p''.''>i«'"r' + 
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V. /=-ipi(l-p>)(p>+^»)» , p<o. 

VI. ;'=±A^(p«-l)(p»±^>)» . ^>0, 

VII. /=Z^Ill(l-p>)((p«+^»)» + T»), |3<0, 



-(v'-i^'-,-'+ V-A»-,-')' <«'»-, +«r,-' + |3r,-'<««r,-* + 

VIII. /'=*ril(pi_l)((p«±fi)»+r'), |3">0.. • 

f 



IX. ;'=ï:lril(l_p.)(p._^.), ^.=ilrilL|i met 

««r, +«r,-» + pr,-»=«r,-*+pr,-'=0, 

X. /=^(i-P*)(p*+f*'), i^'= ;>^' ' 

Eindelyk is r* =i 2 27"+^ = h — ^ctr-'^ -|/3r-*; zoodat als 
r = 00 wordt , de baan een asymptoot heeft, die niet door *t cen- 
trum gaat, als ^>0 is; echter geen asymptoot heeft voor ^ = 0. 
Wordt r z= O, dan moet de snelheid oo worden. 

189. De gevallen I — VIII komen overeen met de gevallen 
I — VIII in § 121, zoodat het voldoende is daarheen te verwijzen. 

Alleen moeten nog de gevallen IV, VI en VIII voor de onderste 
teeken s behandeld worden. 

Uit de voorwaarde, waaronder deze gevallen gelden, namelijk 

volgt «*ri+«r,-« + pri-^<w*r, +^(3r^-^ 

zoodat fc* en v* beiden kleiner of beiden grooter dan de eenheid 
moeten zijn, daar 
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0<««r, +«r,-'+P'-|-'<«''-i +i^T' 
en /s«*<l en v'>l uitgesloten zqn. 

Wij moeten dus in IV twee gerallen onderscheiden: 

P 

B. /•=^(p«-l)(i^*-p*)(v»-p*), «*n,<-|«r^-5>.»pr.-^ 

190. A van § 189. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier: 



Stellen we hierin «> = V"^— ^. ** =-^ ;-. dan gasn ze 

l— « 1— v' 



) 



over in 

± 



2V(p»-l)(p'-^*)(f'-v') 



-v/'-!ft^=v/f^-. 



± 



^V'^=\/w^*^^' y=*«^«'- 



Nu is p^du=ifjc^du + (l^f^'^)-^ = 

, . 1— f** ^/8nuJnu ^ A 

Stellen we nu nog 

fjc^ = k'-sn^lte-^K), dus v* = j—- — \ 

K 

dan worden de bewegingsvergelijkingen 



^ '■' / (174) 

l-*»«n«(»«+2r).««»« 
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Voor « = Jt worden p en t beiden oneindig groot , terwijl d ein- 
dig blijft. Het punt beweegt zich dus in een baan met een asyin* 
ptoot, die niet door 't centrum is gericht. 

191. B van § 189. 

Hier stellen we in bovenstaande differentiaalvergelijkingen 

p* = l.+ (^«-l),n««, *^ = ^|^; 
dan gaan ze over in 

«= ±'W'W=^i"- 



^W'-^h-^'^'"- 



Stellen we nu nog 

f«* — 1 = — A;*«w'te, dus V* — 1=— «»*tg, 
dan komen de bewegingsvergelijkingen onder de volgende gedaante: 



* / ifi^i' tcnisJnts 
^\/ t = : «> 

V W*»*! 9n%6 

^ iJWT' icnisJnis , ,. . , • i,, m I (^'^) 
t \/ '^-^-— — = ; {cn^te,U'\'Sn^%s.E{u)}, ^ 

V ^1 snte 

p* = 1—ife* «»*«£.«»*«. 

Voor 9nu = O wordt p* = 1, voor «n*«.= 1 daarentegen zzifc*. 
Het punt beschrijft bijgevolg een regelmatig gegolfde baan met 
maximum en minimum voerstralen /«r, en r|. 

192. Het geval VI moet insgelijks gesplitst worden in tweeën. 



;^(p*-.l)(p^-/^*)*, B. /•=i^r/)*-lUa»-.MV 
De differentiaalvergelijkingen worden hier 



A. /=-^(p»-l)(f«-^>)'. B. /'^r 'I^(p« _!)(,„«- p«)'. 



^ '■' 2(p'-A.')Vr-i 

Deze geïntegreerd geven de volgende bewegingsvergelijkingen: 
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(176) 



Ae'->1: 



\ 



ii!jl' — <«* ^ \/|..»-i+v^p'-i 



V «'r, 



^^"'-^ ^''•-'' _^ _ I (177) 

Voor /t«<l heeft dus de baan een asymptoot, niet door 'teen* 
trum gericht; voor /t«* > 1 is de baan een spiraal met asymptotischeu 
buitencirkel. 

193. VIll van § 188. 

Stellen we ^i = i + ^Lzl, 

1 + 2/ 

dan worden de differentiaalvergelijkingen 



waar y = cnu, ^* =: (1 -,x»)» + t* , 2^X;»= ^4- 1 -er*, 
2^A'»=il-l + <r*. 

Omdat hier 2<r* —^LIIl^i en (7* +t* zzil^il^ is, zal 

Ar,-' Arj-i 

Ar,-' 
zijn, zoodat -4 = 1 is met J/3r,-^ <— Jar,** = | ^r,''. 

Voor i4>l stellen we -- — r = c»f, dus =, ; 

\'\-cns 

A = I ; 

l — cne 

nu is p*rf« =i(l -'-4)c?« + 2^- — -— da=z 

stru 



z=z{l-A)du-^2^d(u--B(n) + (^''Cnu) — \, 
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zoodat de Tergelijkingen van beweging worden: 



V .«'r, sns 

' V '•| »ne.[l-e»e)\ \ t»u ^ )) 



(178) 



, , X—cnexnu 



(1— c»f)(l + cnu) 



Is -^<i, dan stellen we = c»g, zoodat we slechts het 

teeken Tan ons in (178) hebben om te keeren om de bewegings- 
vergelijkingen voor dit geval te verkrygen. Is eindelijk -^ = 1 , 
dan wordt in (178) ene = O, 8nez=z 1 en dne =^'. 

In elk dezer gevallen zal p = oo en ^ :=. oo geworden zijn, als 
u tot %K is aangegroeid. 

Bijgevolg zal het pnnt zich bewegen in een baan, die een asymp- 
toot heeft, welke niet door 't centrum is gericht.. 

194. De gevallen IX en X komen geheel overeen met IX en X 
van 't vorige hoofdstuk, zoodat we ook hier de for muien (171), 
(172) en (173) als bewegingsvergelijkingen terugvinden. 



HOOFDSTUK XVII. 
De kracht ar'^^hr, 

195. De vergelijking f z=. -^{^r^ ^hr^ - oi^r^" r^ -{tt) = ^. 
Wij schrijven deze vergelijking onder de volgende gedaante: 

Voor p'-= + oo, +1 ,0, -1 ,-00, 

IS het teeken van + : + , -r-^ , -, I--5-— , + » 

zoodat we twee gevallen moeten onderscheiden: 

B. |> O, dus 
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Van de dubbele teekens is het bovenste te nemen als «V, <— J«r, "* 
is; het onderste echter voor 6j*r,>— |ar,"*. 

Wij onderscheiden dus in 't geheel de volgende gevallen: 



P 



A*» = l met «*r, =:-(«r,-*+i3fJ, 



P 

AA*=:1 met «*r, =-(«rj-» + ^rj, 

m. / = ^p*(p«-l)(p*+/^*)(p* + v*), (3>0, «>0, 
P 



«»r.+«r.-' + ^^A^ /if»V:l\\ 



IV. /•=^*f»(p»-l)(f» +!««)>. ^>0. «>0. 



•"■^';;:''^^'=('V^)' 



V. /=^ f» (p»-i)((p»+^*r +'■•). ^>o, «>o. 

P 



.•.....-... ,(., yi^-y. 






m. /'=:i^,»(i-p«)(p«+^'r. ^<o, «<o. 

P 

— it; V^V-wr)' 

mi. /'=Zlri!p»(l_p')(fp« + <rt)« + T»). p<0, «<0. 
p 

X. /'=^r-^ p*(l_p«){p»-A.')'. 0<O. «<0. 

— 7^;; — -l^-v-77r;' 

XI. ƒ =^-i^pMi-p*Kp' -/*»)(?*- v'), |3<o. «<o. 



'"•';:•;""■ <'-^*-;h)'- 



Vefder is t>' ■= 2 CT+A = A— |ar"* + /3r*, zoodat als r =r oo 
wordt, de baan een asymptoot moet hebben, die door het centrum 
gaat; wordt r = O, dan wordt ook r =i oo. 

196. I van § 195 voor /it* < 1. 

De differentiaalvergelijkingen (5) en (6) worden hier 



V «»r, 2VfMp'-l)(p'-/»»)(f' + v»)' 

')(p»+v»)' 



V r, aVpV-i)(p»-f«')(P»+v*) 



Als we hierin p' = , . . , *' = I** ~rrzi » 

1 — :^-:Sf '^ ^ 



if o. 11»^ 



/** + »* 
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stellen, dan gaan ze over in: 









1 z-r— : «W*w 



1 + v* 
Stellen we eindelijk ~— r = ^* « »* (f + 1 Z'), 



is, dan worden de vergelijkingen van beweging: 
y|"_ idn{6^iJC).8n(6 + ir) 



{e + il 
dn^u 



<>'?==^^^^*i^p-'-"<-'+'^'. 1 <"») 



i-^»,«*(g4.tjr).«»* tl 



Is tt van O tot « aangegroeid , dan zijn p en ^ beiden oneindig 
groot geworden, terwijl d een eindige waarde behoudt. 

Het punt beweegt zich dus voortdurend in een baan, die een 
asymptoot heeft, welke door 't centrum gericht is. 

197. I van § 195 voor fi* > l. 

Stellen we nu in de differentiaalvergelijkingen. ^ 

f* 
dan gaan ze over in 

cn^u ... yjl du 

ft 



us 
gMt de uitdrukking voor p^ over in 



1 k** 

Als we nu /e« door r^^ — ^, dus v door ~ — j- Vefvaligett , dim 



6i 



<^-l) 



1 k^ sns,on6 du 

f* 

zoodat we nu yoor de bewegingsvergelijkingen vinden: 



V «*ri rf«e 









p wordt =: O , als u tot K is aangegroeid , d en ^ blijven eindige 
waarden behouden. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraal met een eindig aantal 
windingen naar het centrum, en komt daar met oneindig groote 
snelheid aan. 

198. Il van § 195 voor At* < 1. 

1— **« l-£«* 

Door nu p* = = ; , ** = --r-- — -V* in de differentiaal- 

^A*»+v*^ 
vergelijkingen te substitueeren , gaan ze over in 



dn^u 



P* 



l-£«* 



Wordt nü 

1— £«* . k'* 

'—T == — ^*«n**5, dus it** = ., ■ . gesteld, zoodat 

/k' +v' dn^ts 

i*c »*»£.«»* u • icnis din(u,i6) 

l^k* an^ie.sn^u snis^dnis du 

wordt, zoo vinden we de bewegingsvergelijkingen onder de volgende 
gedaante: 

Prj snis.dnie 



V «'r, 



. « (181) 
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tcnte V » / 

, dn^u 



(181) 



1 — ^' sn^is.an^u' 
Voor 9n'*u=zO wordt p^=: 1, voor »«*« = ! wordt p = /m. 
Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde* baan met mini- 
mum en maximum voerstralen fir^ en r,. 
199. IT van § 195 voor it«2>l. 
Stellen we nu in de differentiaalvergelijkingen 

1 /^ï £«5— 1 

^ , /^*-l ' "^ — V» 1 + v*' 
1 r- V 



^ry 



dan gaan ze over in 






f' = 



1— — .— tn*u 
Stellen we nu verder 

dan gaat de uitdrukking voor p* over in 

p.= l = 

i-p«»*(tg+jr).«ii'tt 

~ '^ icniie-i-Kydniie + K) du 

zoodat we voor de bewegingsvergelijkingen vinden: 



rjr, _ icn(is + K)Jnii6 + K ) 



^V/3 = /» . iTN ' ^^i>n(t/,tg + A), (182 



*» 



'^ ~i-*«««»(tf+iO««'« 

Voor ««* « = O wordt p r= 1 , voor ««^ « = 1 echter =r jm. 
Het punt beschrijft dus een regelmatig gegolfde baan met mini- 
mum en maximum voerstralen r^ en f«r|. 

N. A. v. Vf. Dl. XIV. 5 
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200. Ill van § 195. 

Als we in de diflferentiaalvergelijkingen 



p»=' 



stellen, dan gaan ze oyer in 






P* = 



1 r— «« « 



Stellen we verder 



^-^=.kUn^e + iK% dus V^MTT^^.- *^(^ + ***') 



zoodat de uitdrukking Toor p* overgaat in 



P'=l + 



i-;fe*««»(g+i/^').5»^a 






^«(g + tir) 



(^n(M,e + tJf') 



dan vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 



f iZl^_ i cn(eAriK')Adn{s^%K ') 



»«(f + »^) 



«-n(tt,.+f/C'), 



P* = 



««'f 



«»*f — «»2M 



(188) 



Is u van tot e aangegroeid, dan zijn p en / beiden oneindig 
groot geworden; het punt beweegt zich dus voortdurend in een baan, 
die een asymptoot heeft, welke door 't centrum is gericht. 

201. IV van § 196. 

De differentiaalvergelijkingen z\jn hier 



V « »-, 2(f« + ^*)\/f»(P»-l) 

±^^VP= ^ ■ 

2(P' + I^')V'P'(P*-1) 



6Ï 



Venrangen we hierin f' door _ , , dan gaan ze over in 

Hierran zijn de integraalyergelijkingen 
j /"P>T"_- 1 j V'(HAt»)p'+\/f«Mp*-l ) 

Het punt beweegt zich voortdurend in een baan met een asymp- 
toot, die door 't centrum gaat. 
202. V van § 195. 
Stellen we in de differentiaalvergelijkingen 



(184) 



1 -f cnu 






dan gaan ze over in 

J-l . 1 rf»s 

Wordt nu ——-z=.cne, dus -7-p=. = -— 

gesteld, dan gaan ze oyer in 

V «*»'i sne sns 

terwijl 

l-c»e l+c«M . . , j c'»« I cn s.sn^u 

^ 2 cnuxne ^ ««*e— «»*u 2(«»*g — «»*«) 

is. Bijgevolg is 

^ , sne.cnuJu .»ne:dnu'\-8nu,dns 
Omdat — z r- = ^^ :; 3 — 

is, vinden we voor de bewegingsvergelijkingen: 

,JlfZ^'jtl„ ..(186) 

6* 
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2ty/p=, U'\'dns.l n(«,g+»^), 

sns ans,dnu'-snu,an6 

, 1— eng l'\-cnu 



2 onu — cns 



(185) 



Is u tot £ aangegroeid, dan zijn p en i^ beiden oneindig groot 
geworden. Bijgevolg beweegt zich het punt in een baan met een 
asymptoot, welke door 't centrum gericht is. 

208. VI van § 195. 

De differentiaalvergelijkingen zijn hier: 






»/i.» 



P'dp 



2Vf'(l-p')(p' + /»')(p' + v*) 



Stellen we hierin 



V 



dan gaan ze over in 






C»'tt 



l+-««*ti 



Stellen we verder 



-=— P«»*t5, dus v/v»(l+/E«*) = 



id nis 



dan wordt 



p* = 



Psnie,cni6* 



zoodat we voor de bewegingsvergelijkingen vinden: 



A /— (3r, Psnisxnie 
W-:^= idnie **• 



<V-P=-^^^— «+»n(«,i«). } (186) 



P' = 



1— **»»'» e.«»*« 
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Is » tot £ aangegroeid , dan is p = O geworden. 

Het punt zal dus langs een spiraalrormige baan met een eindig 
aantal windingen naar het centrum bewegen, en aldaar met onein- 
dig groote snelheid aankomen. 

204. VII van § 195. 

Stellen in de differentiaalvergelijkingen 

p 

dan gaau ze orer in 



= y 



zoodat de vergel^ kingen van beweging worden: 






' >^-^ = ^^^V^V !+;?• ^^ V ïIt?-^- 



(187) 



Het . punt beschrijft een spiraal met een eindig aantal windingen , 
en komt met oneindig groote snelheid in het centrum aan. 
205. VIII van § 195. 
Stellen we in de differentiaalvergelijkingen 

dan worden ze 



Wordt nu -- — r =c»t«, dus V^^i^i = .3 — :• 
.4 — 1 tams 

gesteld, dan gaan ze over in 

idnis . , _^ ,— — idnis 

«•r, in%z "^ "^ "^ «Hts 



cnu. 




2p^du = du — sn^ is 



cnudu 



• — cnie ■ 



«M'«f 



«n- M— ««'te 



is. Bijgevolg zijn de bewegingsvergelijkingen: 
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-|3r, idnie 



I — pr, idnie 



%dnt€ . ^ - . ^ ^ idnis 
9n%€ 9nte 



^^V -(3 = -7;^« + 2(f«if^^2>;;^«»«-.-n(«,.-f + i^')4 (188) 



pi ^:; , — . , 

2 cnte^cnu 

Voor u = 2 JST wordt p = O , terwijl t en ^ eindig blij ren. 

Het punt zal dus in een spiraal met eindig aantal windingen 
bewegen en met oneindig groote snelheid in het centrum aankomen. 

206. IX van § 196, 

We nemen in de substituties der vorige §0** met het tegenge- 
stelde teeken. De voorwaarde, waaronder de beweging plaats grijpt, 
kunnen we nu als volgt schrijven: 

Nu is ^, * z= 0-* + T* = —^^ , en kan dus = 1 z^*n. 

Voor ^, > 1 vinden we ^ <1. 
Voor y, = 1 vinden we ^ < 1. 
Voor ^j < 1 vinden we A>1. 

We moeten dus drie gevallen onderzoeken. 

A. ^> 1, dus ~:Jar,-«> -^ri. 

We vinden (188) als bewegingsvergelijkingen terug. 

B. -^ = 1. Nu is p* = — , zoodat de bewegingsvergelij- 
kingen in dit geval worden: 



6 y/zin — JL. 

V «V, 2^,' 



^ 1 -^-cnu 



C. ^<1, dus '-:J«ri-«<-pri 

We stellen -zzzcnie, zoodat 

daarin vervangen worde door tg+ 2f Jt'. 



We stellen -j-— : = c«u, zoodat we (188) terugvinden, mits is 
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De beweging geschiedt in elk dezer gerallen als in het Torige 
geval. 

207. X van § 195. 

Stellen we in de differentiaalvergelijkingen 



V «'»•• 2(p»-,«»)V(.*(l-p* 



±dtyj-pz=. 



2(f*-f«*)Vp'(l-f*) 



1-p'^ . 



dan gaan ze over in 



d9 



Hiervan z\jii de integraalvergely kingen : 
|K»<1, dus -^«r,-»<-(3r,: 



a ./ ZËJ = _^_^^; Vp'(l-f«')4- Vf»»(l-P') , 



(190) 



+ V rv^ -^-^fr^- — -' 

jtt»>l, dus -J«r,-'>-(3r, : 



(191) 



Voor /t«* < 1 dus is de baan een spiraal met asymptotischen bin- 
nencirkel; voor fi^>l een spiraal met een eindig aantal windingen. 
208. XI van § 195. 
Uier kunnen verschillende gevallen plaats grijpen. 

Voorwar, +flfr,-'+/3r, > Omoet/tt'- > 1> v* zijn, 

Voor«*r, + ar,-' + Prj =::Omoet/it' =:l^v* met -^arj-*^— (Br^, 
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Voor«*r, + ar,-'+P»'i <Omoet/t«* <v*<l met — lar,-*<~/3r,, 

en ju» > v*> l met -i«r,-^> -^r,. 



A. |tt*>l>v'. Wij stellen p» = 



.- i-^*y ^,^../-"-i 



l~r iv 



, k^=v^ 



(A^-y^ 



dan gaan de differentiaalvergelijkingen orer in 



. JA /""P'*! ^* . -i^ / TT P*<^« 



(ffi^H 



1 






^i-v« 



P 



Wordt nn 
gesteld, dan is 

zoodat we voor de bewegingsvergelijkingen vinden: 






p' = 



£/»* w 



(192) 



Voor «»* « zz: O wordt p =. 1 , voor »»' n = 1 wordt p = /tt, 
bijgevolg beschrijft het punt een regelmatig gegolfde baan met mi- 
nimum en maximum voerstralen r, en f^r^. 



B. V* </E*^ <1. Stellen we p* 



1+— f-y 



dan worden de differentiaalvergelijkingen 



±d^ö 



«*r, V/E**(l-v») 



, ±£/^v/-(3 = 



p'(f» 



NVM1~v^) 



1+ f-«»»« 
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Wordt nu nog 



l-a* 1 

-j- zz= — ^*««*»g, dus f«*=- 



/E*» '^ duUe 

gesteld, dan is 

j 1 snie din{u,i6) 

1 — A?*«M*»e,««*w icnisJnie du 

zoodat de bewegingsTergelijkingen worden: 
. /~|3r, icni6.dni6 

. / — :; icnis,dniB . . , . , 



(1«!) 



1— *'««*»F.«»*«' 



Voor #»* « = O is p = 1 , voor «»' » = 1 is p = /tt. Het punt 
beweegt zich dus in een regelmatig gegolfde baan met maximum en 
minimum voerstralen r^ en f^r^. 

De onderstelling /c«* = 1 ^ v^ geeft de eenparig cirkelvormige be- 
weging als overgang tusschen A en B. 

C. Ka* <v«. Wij stellen p*=-i^. k^ = \.'!lZfL, 
dan gaan de differentiaalvergelijkingen over in 



/ — 0r» du , . t^ du 






Wordt nu 

gesteld, dan is 

^ A;»*«(ie + IQ.tc«(tg + Z) <;« 

zoodat de bewegingsvergelijkingen zijn: 
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1 -*»«»*(» e +jr).«»*tt 

Voor u =zK wordt p = O, terwijl 6 en < eindige waarden blijren 
behouden. 

Het punt beweegt zich dus in een spiraal met een eindig aantal 
windingen, en het komt met oneindig groote snelheid in. het centrum. 



HOOFDSTUK XVUI. 
De kracht ar"^-f 5r. 

209. De vergeUjking ƒ==— (Pr'+;ir«-«»r,*r*-Ja) = 0. 
We schrijren deze vergelijking onder de rolgende gedaante: 

/=^-^(p'-l)+. waar +=,.+ ïi^Hi^'-pH^-^(P»41)iB. 

Voor p»=+oo, +1 ,0, -1 ,-00, 

ishetteekenvan*: + ^-'r^^^y^^^,^ .^ .^r, + l.rr^^^ ^. 

(3^1 P Pr, 

zoodat we twee hoofdgerallen hebben te onderscheiden: 

il. UO, + = (pW*)<J). ^^$1 met "'>-. + «;.-'+Pr. >^^ 

B. ->0, *=:(p» + |tt«)(J), |M«=:1 met ^— ^^ — ï- =1. 

(3 > (3^1 > 

In A is yan den yorm p*-|.jop' 4.^, en 



Hieruit volgt 
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Ti? — *'^« +7^ 



^'^ï — a7« **^« + "TT"' 



cc 
zoodat de voorwaarde « < '^ rerrangen kan worden door 

«V, l + ^' + ft* 

Wordt |3r, geëlimineerd, dan vinden we voor 



f^^+i-^Hl _ /«♦+,.'+l 



F* "'»•, , , At* 



H ,...:..., -7-.-Hr, 1 + 



..s< 






< O en ongelijk 
Zoodat (^ = twee wortels heeft, die < O en gelijk zijn, met 

imaginair 

-^r = : — : • Hieruit blijkt, dat roor a> O de 

-Jar,-' > 4|tt^ 

beide wortels van = slechts imaginair kunnen zijn. 

et 

Wij vinden dus voor -<0 de volgende gevallen: 
P 

I. /=^(P»-l)(p'-A«^)((f'+v«)(pH«r*). ^>0, «<0. 

At» '^-|ar,-''^ 4ji«' 

lI./ = -^\p'-l)(p«-A«»)(p» + v')', ^>0. «<0, 

«»r, _ 8-f2i^' + 3nt* 
-|«r,-'— 4,.» 

III. /=^*(p»-l){p»-A'')((pH«r»)'+r«). p>0, «<0, 

^ **»•. ^ 842f^+3 a«« 

IV. /=^ZÉlLl(i^pi)(pi-^^)((pH^*)HT»), (3<0, «>0, 

P 

«*r, 

In elk dezer gevallen is /m' = 1 met — =0. 
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In B heeft <p ook den Torm p* +pp^ + q, zoodat 

7 



is, of ^^^*^r+i^^i-^^,>^A^!i:i.^fil:ii.if^ 



Word hieruit (Br^ opgelost, dan vinden we 



l-A*^4-/«* 



«*r. 



Q 
zoodat de voorwaarde -> overeenkomt met 



et 



jar, -7 A** + A*' 

Wordt verder (Srg geëlimineerd, dan vinden we: 

onderling ongelijk ^ 

De wortels van $ = O zijn dus onderling gelijk, met ~ ^' = - • 

imaginair s i ^^ r 

hieruit blijkt, dat voor a> O de beide wortels slechts imaginair 
kunnen zyn. 

We vinden dus nog de vier volgende bijzondere gevallen: 

V. /=^(p*-l)(pH^«)((p*+<r»)*+T*), «>0, p>0, 



«* r 



^<o. 






«*rj 






^ ^ "' >•» ^1»' 4-1 
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> < co^ Tt +ar,~' < 

In V is 0-* = O met u* = 1, dus met ^ =1; eyen- 

< > (3^1 > 

> .. u^r, + ar "' < 
zoo in VI; terwijl in VIII c* en v* :^ O zijn met ï-- ■ — = 1. 

< P^i > 

Verder is ©' = 2 Cr+ A = A— J «r* + gr* , zoodat als r = oo 
wordt, ook de snelheid oneindig groot is geworden en de baan een 
asymptoot moet hebben, welke door het centrum is gericht. Wordt 
r = O , dan is ook de snelheid oneindig groot geworden. 

210. Met de behandeling dezer gevallen kunnen we volstaan met 
te verwezen naar Hoofdstuk V, alwaar we juist dezelfde gevallen* als 
hier behandeld hebben. In al de daar gevonden formulen hebben 
we slechts — y/Sr,"'* te vervangen door —Jar,"", 

De samenvatting der uitkomsten in § 82, bij de beweging onder 
de werking van de kracht ar~' +5r~* gevonden, is ook met een 
kleine wijziging toepasselijk op ons geval. 

Voor a<0 zal de baan wezen of een spiraal, die met een eindig 
aantal windingen naar het centrum voert en in één geval oneindig 
veel windingen heeft met asymptotischen binnencirkel ; of een regel- 
matig gegolfde baan met den cirkel als bijzonder geval; of een baan 
van hyperbolischen aard, die een asymptoot heeft, welke altijd door 
't centrum is gericht. 

Is a>0, dan is de baan of een regelmatig gegolfde kromme met 
den cirkel als bijzonder geval; of een kromme van hyperboolvormi- 
gen aard, met een asymptoot, die door 't centrum is gericht. Het 
punt komt nimmer in het centrum. 

211. Zooals Prof. D. J. Kortbwsg heeft opgemerkt '), z\jn er 
bij de beweging onder de werking eener centrale kracht, die een on- 
dubbelzinnige functie is van den afstand tot het centrum, slechts 
negen hoofdvormen van banen denkbaar. 

Daar we bij ons onderzoek uitgingen van de onderstelling, dat de 
richting van de beweging bij 't begin loodrecht is op den voerstraal, 
en dus de baan een apo- of pericentrum moest hebben, zoo wordt 
het aantal mogelijke baanvormen teruggebracht tot slechts vijf. Het 
onderzoek leert, dat werkelijk die vijf hoofdvormen bij de banen 
bestaan. 



1) Verslagen en mededeelingen der K. Acad. van Wetenschappen^ afdeeliflg 
Natnarkande, 2e Reeks, Deel XX. 
Over de banen beschreven onder den invloed eener centrale kracht door D. J4 

KORTKWEO. 



OVER EEN VRAAGSTUK VAN BOLVORMIGE 
DRIEHOEKSMETING, 



F. J. TAN DEN BER«. 



Hoofdzakelijk met het doel om van de reeds dadelijk in den 
aanhef dezes te yinden uitkomst gebruik te maken in het volgende 
opstel, stellen wij ons voor de navolgende vraag te onderzoeken: 
Indien a, A^ aj, ^], a, , A^ standvastig, daarentegen d, d|, d^ 
veranderlijk z^*n, kan dan, en zoo ja wanneer, de eliminatie van d 
tusschen 

Co8h^.Co8^-\-Sin^^,SinLCosAx = C7o*«, 1 
en CoBLCo8h^'\'8m^,SM^.Co8A^==.Co%aJ ^ ^ 

eene betrekking tusschen d^ en 6^ van denzelfden vorm 

C5MÖ,.Cb«6j + 5f»öi.5f»6j.Cb«z^ = Co9a 

geven? Met andere woorden: kunnen drie bolvormige driehoeken, 
ieder met gegeven basis en tophoek (a, A), («,, A^\ (aj, A^\ maar 
met veranderlijke opstaande zijden (d|, d,), (d„ d), (d, d,), deze zijden 
telkens twee aan twee gelijk hebben? 

In het algemeen geeft, ten einde deze vraag te beantwoorden, de 
eliminatie van d tusschen de twee vergelijkingen (I), door daaruit 
Co9^ 8in^ 



op te lossen, en door te letten op het hier tusschen de drie tellers 
bestaande gelijkslachtige verband Cb«*ö -j^ -S'w'ö — 1* = O, de betrek- 
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king (Sin&^.Cosai, Co%A^ — 5i«6j.Cb«aj.Cb«^i)' + (Coa^x.Cosa^ — 

Zal deze nu een factor van den even vermelden vorm tusschen ö, 
en öa hebben, dan moet z\j, — zooals bly kt door in hare ontwikkeling 
bij voorbeeld Co«*öi en Cbs^öj te vervangen door l'-Sin^è^ en 
l—Sin^ ö, , als wanneer zij uit termen in Sin^ 6 , , iSï«' ö j , Sin^ fl , ./Sï»* fl, , 
Sin^^,Sin^2'^^^^i*^^^^%i Sin&^.Sin^^y Oos^i-Coaè^ en uit een term 
zonder öj en fl, bestaat, — noodwendig het product van dezen factor 
met een tweeden gelijkvormigen zijn , omdat alleen in dat geval dit 
product bij dezelfde vervanging van zoo even uit dergelijke termen 
is zamengesteld. Men heeft dus de tusschen d, en d, gevonden be- 
trekking gelijk of althans evenredig te stellen aan het product 
(Cosè , .(7o*d j +>^t»ö , .Sin^i.CosJ- CosaXCoa^ i .Ooa^i+SinQ , .SM^.CösJ'-- 
— O?«a') = 0, en verkrijgt zoodoende, door na meergenoemde ver- 
vanging van Cb«'fl, en C5?«*öj de coëfficiënten van alle genoemde 
termen in volgorde evenredig te schrijven, het navolgende stelsel van 
zes voorwaarden, dat moet dienen om zoowel de tusschen de vier 
gegevens a,, ^j, a^ , A^ vereischte en toereikende afhankelijkheid, 
als tevens de waarden der daarbij behoorende vier onbekenden «, J, 
a'y A' te bepalen, namelijk: 

1 1 _ \\CoèA.Co%J! _ 

l-/Sï»»a,.-SÏ»*^j ~ \-8ïn^a^,Sm^A^ ~ Cos^A, -f Cos- A^ "* 

C09A + CosA' CoBa.CoaA-Y Co9a\Co%A Cosa + Cosa* 

2Co8Ai»CoaA^ 2CoBa^,Co8a^.CosA^,CosA^ 2Co8a^,Co8a^ 

l-^Cosa.Coaa' 

■"Cb^'a^ + Cb^^a, * ' ' * ^^' 

Wat vooreerst de bedoelde afhankelijkheid betreft, deze wordt hier 
aanstonds gegeven door de onderlinge gelijkheid van de twee 
eerste leden , namelijk — als men zich tot eigenlijke bolvormige drie- 
hoeken bepaalt, waarvoor dus alle sinussen positief zijn — door 

SinA^ SinA^ . ^ , ^ ^ , , , . , 

~ = -: , zoodat nu deze twee eerste leden ook ieder te ver- 

vangen zijn door het symmetrische lid 



l—8ina^i8ina^,8inA^,SmA^ * 
Wat ten andere de berekening der vier onbekenden a, A, a, A' 
betreft, het loopt in het oog dat — om niet .te spreken van de 
ook mogelijke verwisseling van 4, en a, , ^4, en a, , die tot de- 
zelfde uitkomst zou leiden — het voorgaande stelsel eene verwisse- 
ling van -^j en «i, ^, en a,, met gelijktijdige verwisseling hetzij 
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van ^ en a, A' en a', hetzij van A en a', A* en « toelaat; zoodat 
men, A en A bij voorbeeld oplossende uit de gelijkheid van het derde 
en het vierde lid aan het eerste of het tweede, uit deze A tn jf 
door die verwisseling dadelijk hetzij a en a\ hetzij wederkeerig a' 
en a afschrijft , behoudens dat men zich heeft te vergewissen, of eene 
dezer beide verbindingen van de vier onbekenden, en zoo ja welke, naar be- 

hooren ook het symmetrische vijfde lid gelijk 

1 "Sina j .Sina j Mn A , ,8'mA , 

maakt. Het genoemde derde en vierde lid in verband met het eer- 
ste of tweede doen \ '\' (Job A.Cos A' en CosA-^-Cosjf kennen, zoo- 
dat het voor de bepaling van Cos A en CosA' ieder afzonderlijk 
het eenvoudigst schijnt de tellers van deze vier leden op zoodanige 
wijze gelijkslachtig met elkander te verbinden, dat daaruit het ver- 
schil ±{Co8A'-Co8A') te voorschijn komt; als wanneer natuurlijk 
de overeenkomstige verbinding op de vier noemers behoort te wor- 
den toegepast: en met dit doel voor oogen is men dus gerechtigd 
neer te schrijven, dat aan de vier genoemde leden ook gelijk zijn 
de nieuwe leden 

1__ _ 

1 --Sin a , Mna^.SinAy MnA^ 

_ V[^X\-^A{\^-Co8A.Co8A')^{Co%A\Co8A'YY _ 
v\ '-4{l''Sin^ai,JSin^A^)Co8^A,^ 

OosA-CosA' 

~ 2V {{l-Sin^a^,8in^ A^yCos^' A^) {(l--Si»^flj..^*»M,)-a>«M7} "" 
OoaA—CosA* Cosa-Cosa* , 

— " — — ZHZ • • \o ) 

3 Cosa^.Oosa^ .StnAi-SinA^ 2 ^»a , .Sina^.CosA^ .CosA^ 

Hierin behoefde men namelijk vooreerst, behalve op den teller 
CbsA-Oo8A\ niet tevens op den tegengestelden teller — OosA-^- CosA! 
te letten , omdat het blijkbaar onverschillig is, welke der beide onbe- 
kenden Cos A en Cos Af men als de eerste, welke als de tweede 
wenscht te beschouwen; terwijl men ten andere uit dien teller 
Cos A — Cos A' door verwisseling moest afschreven bepaaldelijk 
Cos a — Cos cl en niet Cosa'^Cosa^ omdat aUeen de op deze eerste 
wijze door (3) en (3') voor CosA, CosA\ Cosa, Cosd ieder in 
het bijzonder gevonden waarden werkelijk aan het bovengenoemde 
symmetrische vjjfde lid de behoorl\jke waarde geven; zooals blijkt 



dt 



door de volgende eenvoudige herleiding, waarin voor het eerste of hei 

tweede lid diezelfde waarde -, — is genomen : 

Cosa, Co8 A' •{- Oosa. Cos A 

_ {Co8A'^Co9A*){Co8a+ Co8a')-( Cö8A'-Co8A')(Oosa- Oosa') _ 
4 Co8 a ^ . Cosa^, Co8 A ^,Co8 A j 

{^Co8A^Xo8A^,9,Co8ai,Co8a^— \ 

^2Co8a^,Co8a^,SinA^ .Sin A , .2Sin a , ,Sina^, Co8 A | .Co8A^ I ^ 
(1— ^»a, ,Sina^ .SinA , .SinA^YACosa^ , Cosa^.CosA , .CosA , 

1 



l—Sina^ .Sün a^.Sin A , ,Sin A j 

Om zich rekenschap te geven van de wijze, waarop de gevondene 
a, Ay a , A' meetkundig afhangen van de gegevene «j, i4,, a,, A^, 
moge de volgende algemeene opmerking voorafgaan. Indien men de 
grondformule der bolvormige driehoeksmeting, bij voorbeeld onder 
den vorm Oo8a ^=. Cosb.Cosc-^Sinb.Sinc.CosAy voor gegeven 5 en c 
niet zoozeer als een verband tusschen a en i4 zelve, maar tusschen 
Cos a en Cos A beschouwt, zouden aan deze zelfde formule de vier 
verbindingen (a, il), {2?r— a, 2?r-il), (2^ — a, il) en (at, ^tt—A) 
beantwoorden, waarvan evenwel alleen de beide eersten eene onmid- 
dellijjke meetkundige beteekenis op den bol hebben; namelijk, aanne- 
mende dat a, b, c, A allen kleiner dan t gedacht worden, zou de 
verbinding (a, A) tot den gewonen of eigenlijken bolvormigen drie- 
hoek (flr, 5, c, Ay By O) bebooren, ontstaande door de hoekpunten B 
en G rechtstreeks of door den kortsten cirkelboog a te vereenigen; 
de verbinding (2 TT- fl, 27r-i4) daarentegen tot den oneigenlijken 
driehoek (2;r-a,ó,c, Z^r-AyTr -B,;r — (7), ontstaande uit de ver- 
eeniging derzelfde hoekpunten door den langsten cirkelboog 2 7 — a ; 
en welke beide driehoeken elkander alzoo aanvullen tot den halven 
bol, bepaald door het middel vlak dat door B en C gaat. Niet 
alleen' hebben deze wederkeerige aanvullingsdriehoeken de genoemde 
grondformule met elkander gemeen: ook de sinusregel bij voorbeeld 
geeft voor beiden dezelfde betrekking, daar toch, al moge op zich 
zelf iSï»(2 T — a) := — /Sï«a en Sin{}t tt — A) =z — Sin A worden , de 

, ^. 1^(2 TT --A) SiniTT-B) Sin(^-C) , , 

verhoudmgen -r-h; r = — ^. . = — -^. onveranderd 

^ Sin(27r — a) Sinb Sine 



^ SinA SinB SmC , , , 

hare positieve waarde -r; — = -7—--= rr, — behouden -^ zoodat 

^ Stna Sino Svne 

N. A. V. W. Dl. XIV. 6 



ook de boven geronden afhankelijkheid -; — ^= -; — * tusschen 

de vier gegevens a^, A^ ^ a^, A^ de aanwending aldaar van derge- 
lijke oneigenlijke driehoeken niet zou uitsluiten; — terwijl men in 
verband hiermede de oneigenlijke zijde 2?r — a en overstaanden hoek 
29r — i4, wat hunne goniometrische grootheden betreft, ook zou kun- 
nen vervangen door eene negatieve zijde — a en overstaanden hoek 
— A, In een ander opzicht evenwel bestaat een wezenlijk onderscheid 
tusschen den eigenlijken en den oneigenlijken driehoek: niet alleen 

in den eigenlijken driehoek zelf zal naarmate bij voorbeeld b^c is, 

ook £^C zijn; maar met hetzelfde recht moet dan in z\jn op de 

zijde 6 gevormden supplementsdriehoek, naarmate b^yr-^c is, ook 

B^TT—C zyn, dat is iu den oorspronkelijken driehoek zal tegelijk 

met b-{-c^7r ook B + C^ t wezen ; in den oneigenlijken driehoek 

daarentegen gelden op grond hiervan tusschen de beide eigenlijke 
zijden ó en c en hare overstaande hoeken jt— 5 en t — C juist de 

tegengestelde betrekkingen van ongelijkheid, namelijk voor J^c 

heeft men t— J5 «^t— C, en voor i + c^9r heeft men (t — -5) + 

+ (jT - C) ^ 9r. Ten aanzien van den oorspronkelijken driehoek (a, b, c, 

A, B, C) in verband met zijn aanvullingsdriehoek op a, namelijk 
(2?r- a, 5, c, 2?r — i4, 9r — 5, 9r — C), en met zijn supplementsdriehoek 
op a, namelijk (a, sr — 5, tt-c, A, tt — B, tt^O), kan men nog op- 
merken, dat de aanvullingsdriehoek op a van den supplementsdriehoek 
op a tevens is supplementsdriehoek op 2»-— a van den aanvullings- 
driehoek op a, namelijk {^Tr — a^ tt — ó, tt^^c, ^tt—A, B, C); en dat 
deze vier bijéén behoorende driehoeken, die te samen den geheelen 
bol uitmaken, alzoo twee paren wederkeerige aanvullingsdriehoeken, 
of ook twee paren wederkeerige supplementsdriehoeken, of ook twee 
paren wederkeerige aanvullings-supplements- of supplements-aanvul- 
lings-driehoeken vormen. Eindelijk is het duidelijk, dat de oorspron- 
kelijke driehoek niet alleen tot een aanvullingsdriehoek op a, maar 
ook tot een dergelijken op b en tot een op c aanleiding geeft; 
voorts dat men bij voorbeeld den aanvullingsdriehoek op b wederom 
op zijne zijde c kan aanvullen of omgekeerd; dat men evenzoo met 
ieder der verbindingen (c, a) en (a, b) kan te werk gaan ; dat men 
eindelijk op ied^r der drie zijden achtereen kan aanvullen; en dat 
alzoo in het geheel een stelsel van acht bijéén behoorende driehoeken 



te voorschijn komt, waarvan bij voorbeeld, met weglating of bijvoe- 
ging telkens als boven van de uit een goniometriseh oogpunt onver- 
schillige termen 2;r, de oorspronkelijke wordt voorgesteld door(fl, 5, c, 
A, B, Cf)y de aanvullingsdriehoek op ééne zijde a door (-«, h, c, ~^, 
T— ^, 9r— C), die op twee zijden ó en c door (at, — 5, — c, yl, 9r + J5, 
T+C?) en die op de drie zijden a, 5 en c door (-«, — ó, — c, — ^, 

Dit in het algemeen voorop gesteld zijnde, keeren wij thans terug 
tot deformulen (H) en (3*), waardoor de vier onbekenden a, Ay a\ A* 
in de vier gegevens a, , i,, «,, /l, werden uitgedrukt, en merken 
ter meetkundige constructie van die onbekenden op, dat uit deze for- 
mulen onder anderen volgt 

Cos A — Cos A' = Sin A , .-Sï» A ^ .{ Cosa + CoaJ) 
en [CosA'\-Co8A')-SinA^,SinA^,{Coèa — Cosa*)z=i ^CosA^.CobA^, 
dus ook 

Co9 A =. CosA^ ,CobA^ 4- ^n A , MinA^.Cos a 

en Cos A' = Co»A^ ,Co» A^ — Sin A , .Sin /l, .Cb*fl'; 

en «venzoo, of weder onmiddellijk door letterverwisseling, 

Co8a=i Go8ai,Cosa^'\' Sinai.Sina^.CosA 

en Cosa' = Co8a^,Co8a^—Sina^,Sinai,Co9J!f. 

Aannemende nu dat mo» de twee gegeven zijden a, en a, onver- 
anderd wenscht aan te houden, maar de gegeven overstaande hoeken 
il, en i4, waar noodig een van beiden of beiden door hunne, sup- 
plementen vervangt — eene aanname, die, door zoo noodig van drie- 
hoeken met 9r— a, en tt— a, als zijden over te gaan tot supple- 
mentsdriehoeken, de volledigheid van het onderzoek niet schaadt — 
doen van de vier laatst gevonden formulen de eerste en de derde a 
en A kennen als basis en als tophoek van een bolvormigen driehoek, 
die Af en ff) tot opstaande zijden en hetzij tt-A^ en ^,, hetzij A^ 
en T— i4,, tot overstaande hoeken heeft; terwijl evenzoo de tweede 
en de vierde a* en A' doen kennen als basis en als supplement van 
tophoek van een bolvormigen driehoek, die weder ff, en a, tot op- 
staande zijden, maar nu hetzij i4, en A^^ hetzij tt — -^, en t *->!,, 
tot overstaande hoeken heeft. Dat in ieder geval , althans indien men 
ook oneigenlijke driehoeken toelaat , de boven als toereikend gevonden 

enkele voorwaarde -r-, — - = -=-, — - tusschen de vier gegevens op 
8in a I Sin a ^ 

zich zelf geen beletsel tegen de bestaanbaarheid van ieder dezer vier 

6* 



driehoeken in den weg legt, is na het boven uiteengezette duidelijk; 
evenzeer, dat van ieder der genoemde paren steeds één driehoek 
eigenlijk en één oneigenlijk is; maar welke dier driehoeken meer in 
het bijzonder tot de eerste, welke tot de tweede soort behooren, kan 
eerst bij voorbeeld als volgt uit een nader onderzoek blijken. Onder- 
stel — en dit doet weder aan de volledigheid van het onderzoek 
niet te kort, daar bij de onderlinge verwisselbaarheid van (a^^ A^) 
met (öj, A.,) niets verhindert de grootste dezer beide a als de eerst 
gegevene te beschouwen — dat a,>flj is, dan kan daarmede sa- 
mengaan: hetzij Sinui^ Sina^, dus ook SinA^>SinA^y hetgeen 
vordert 1". (« , en tt — a,)>a2 met (^, en tt^ Aj)> A., , of 2®. (a, 
en 5r-a,)>a, met (,4| en tt— A,)> t -ilj ; hetzij Sina^ <^8ina^^ 
dus ook 8inA^<8inA^, hetgeen vordert 3°. a,>{flj en t-a,) 
met i4, > (A, en tt — A^), of 4®. a, > (a^ en T—a^) met t- i4, > 
(il.^ en 5ï — -^j). En neemt men nu het onderscheid in aanmerking, 
dat zooals boven werd aangewezen tusschen een eigenlijken en een 
oneigenlijken driehoek bestaat met betrekking tot de ongelijkheid van 
twee eigenlijke zijden en van de overstaande hoeken, alsook met be- 
trekking tot de som dezer zijden en die der overstaande hoeken in 
vergelijking van tt ; dan blijkt, dat in evengenoemde gevallen sub 1 ® . 
de twee driehoeken («1, «1, T — i4, , ^j) en (a,, a,, il,, i4j), sub 2**. 
(«,, a„ i4,, 9r-i4,) en (a, , a^ , t --i,, ;r -ilj, sub 3°. («,, fl,, 
yl,, jT-iéj) en («,, flj, il,, ylj), en sub 4". (aj, fljj, 9r — il, , -^Ij) 
en (fl,, fl,, 9r--4,, w—A^) de eigenlijke driehoeken zijn, van welke 
de eerst yer melde steeds tot het boven beschouwde eerste paar, de 
tweede tot het tweede paar behoort. Dat door de form uien (3) en 
(3') de cosinussen en niet rechtstreeks bij voorbeeld de sinussen der 
vier onbekenden a, Ay a\ A* bepaald worden, geldt als aanwijzing, 
dat in wezenlijkheid onbeslist blijft, of men deze onbekenden door 
de omschreven eigenlijke dan wel door de oneigenlijke of aanvullings- 
driehoeken heeft te construeeren. Maar evenals ten opzichte der vier 
gegevens a, , A , Aj , A^ ondersteld wordt, dat deze ieder kleiner 
dan 9r zijn en dus tot eigenlijke driehoeken behooren, evenzeer is 
het eenvoudigst en natuurlijkst ook voor de onbekenden, met ter- 
zijdestelling der oneigenlijke driehoeken, de waarden te nemen zoo- 
als zij in de omschreven eigenlijke driehoeken voorkomen. 

Het is niet moeielijk, bij deze opvatting uit die driehoeken de 
voor CosAy Co8i\\ Cos a en OoBa' gevonden formulen terug te vin- 
den en tegelijkertijd formulen voor de sinussen te verkrijgen. Stel 
b\j voorbeeld, dat de gegevens van dien aard zijn, dat men in het 
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oreval sub 1°. verkeert, en dat dus met de opstaande zijde a, en 
den aangrenzenden hoek A^ de twee eigenlijke driehoeken gecon- 
strueerd zijn, die ieder de zijde a^ tegenover ylj hebben, maar waar- 
van de eerste tegenover a , den hoek tt - i4 , , de tweede den hoek 
Ai heeft; stel verder, dat uit het gemeenschappelijke toppunt A of 
A' van deze beide driehoeken een loodrechte boog op de basis wordt 
nedergelaten, die dus den hoek tusschen beider gelijke zijden a, 
midden doordeelt. Noemt men dan de hoeken, die deze loodrechte 
boog wederzyds met de zijden a^ en a, van den tweeden driehoek 
maakt, B^ en B, , en de wederzijdsche afstanden van zijn voetpunt 
tot de hoekpunten A, en A, van den tweeden driehoek b^ en b^ 
(zoodat B^ en i, steeds positief genomen kunnen worden, maar dan 
B^ en ij positief of negatief zijn naarmate ^, scherp of stomp is); 
dan heeft men met inachtneming der teekens van B^ en b^ steeds 
voor den tophoek in den eersten, en voor het supplement van den 
tophoek in den tweeden driehoek, alsmede voor beider bases de waar- 
den .4 = 5,-5,, i4' = 9r-(J5, +5j), fl = ij-*,, a=b^^b^; 
en daar bij deze opvatting de leer der rechthoekige bolvormige driehoe- 
ken steeds, A , moge scherp of stomp zijn, geeft CotBy^ zi=. Cosa^.TgA^ of 

CoèB^ SinB^ 1 ^ .« ^ m . 

' -' — = = — en CoiB^ =. Cösa, ,TaA . 

Co%a^.SinA^ Co^A^ V<(l--S»Va,.)SiVMj) * i ^ • 

of -7: Tl — 7- = ^ — 7-" =—77; — 7:r^ — r.* * M V » alsmede Tab,=z 

=iTgay,Co8A,i of = -^ — r— = "tt; — TT— ^. , ^ > en 

Tffb^^iTga^^CosA^ of ^ — ^— — 



Cosa^ Sina^.Cos.i^ 1/(1— ^SiVflj./SïwMj)' 
verkrijgt men dus door substitutie in Co8{Ay A') =1 SinB^.SinB^±: 
± CoèB^ . CosB^ , -Sï»(i4, .4') = SinB^ . CosB^ =F SinB^ . CobB^ , 
Coa{a, a) =. Cosby.Cosb^ ± 8inb^,8inb^ en Sin{a, a')=zl^nè^,Co8h^ ip 
^^8inb^,Cosb^ , daarbij lettende op de gelijkheden \'-Sin*a^.Sin^A^ = 
= 1— /Sï»* fl j .-Si»* Al =zl --Sin a j ,Sina^,Sin A , ,Sin .4 j , de formulen : 



Cos .1 1 . Cb« //, it O08 a^,Oosa^,8inA^. Sin A j 

Sin{A, A') 

Cosa., Mn A , ,Co8 A^ ^ Coaa^^Sin A^.Cos A^ 

\ 

1 ^na^ .Sin a^,SinA ^ .Sin A j 



..(4) 
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Cb«(a, o') 

Sin a ^ . (:o8a^,Co8 -^ j + Sinui, Co8ax *^^ ^ i 
1 



1 -SinUf.Sina^.SinAi.SinAi' 

waardoor niet alleen de vroegere Co8jiy Co8 A\ Co8a, Co8a' zijn 
teruggeronden , maar bovendien ook ^nA^ Sin A\ Sina, Sina! zijn 

uitgerekend , die naar behooren bevestigen dat -— — =: =: 

^ ^ Sina Sina' 

Sin At Sin Ai . ^ .., , . , , ,« 

= -: = IS. Daar men wijders van het geval sub 1®. 

oinui Stna^ 

overgaat tot dat sub 2<*. door voor beide eigenlijke driehoeken, tot 
dat subs'», door alleen voorden eersten driehoek, en tot dat sub 4*». 
door alleen voor den tweeden driehoek, tegelijkertijd ^, en ^, te ver- 
vangen door hunne supplementen, zoo blijven in alle gevallen de 
gevonden Co8A^ Cos A\ Oosa, Cosa' onveranderd geldig, maar moe- 
ten sub 2®. de teekens der noemers van SinA, SinA\ Sina, Sina* 
alle vier, sub 3*. alleen van Sin A en Sina, sub 4". alleen van 
SinA' en Sina' worden omgekeerd. 

Thans blijft nog over uit te maken voor welke paren van by elkaar 
behoorende öj en flj de eliminatie van d tusschen de beide vergely- 
kingen (1) den eersten factor, namelijk dien in (A, a), en voor welke 
paren den tweeden, namelijk dien in (A\ a'), geeft van de beide fac- 
toren, waarin zooals gebleken is ingeval van ■ . ^ ' =: - . ^ \ de 

Smui Sma^ 

algemeene uitkomst der eliminatie zich laat splitsen. Om dit te be- 
oordeelen dient men tot de afscheiding over te gaan van de beide 
6,, stel fl, en ö'j, en van de beide ö,, stel fl, en 6',, die voor 
eene willekeurig aangenomen 6 aan (1) voldoen. Wil men bij voor- 
beeld uit de eerste van deze vergelijkingen, namelijk 

Co8^.Co8{è,J\) + SinLCo8Ai.Sin{èiJ\)z=zCo8ai, ..(!,) 

Co«(6j, fi'j) en iS'm(öj , fl'j) oplossen, dan kan men haar in verband 
brengen met nog eene gelijksoortige vergelijking, die ook in ieder 
der beide driehoeken (fl,, 6, öj of fl'.^) geldt, namelijk, noemende 
en 0' de in deze driehoeken tegenover de gemeenschappelijke zijde 
d staande hoeken, de vergelijking Cos^ ^=:. Co8ai,Co8(6i, ^\) + 
-{ Sinai.Sind^^y ^\),Co8{e,&'): door hierin toch de vorenstaande 
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waarde van Cos ai te substitueeren ea dan door Sin(^^, ^'s) ^ ^^' 

len, komt: 

Coa^Sin^^, 6'j)-/Sii»6.a?s^,.a>«(6j, 6\) =±Sinai.Coae, ...(5,) 

waarin men namelijk in plaats van Cb«(0, 0') dadelijk mocht schrij* 

ven ±(7o«0, omdat het verschil der beide vergelijkingen (1,), 

vermenigvuldigd term voor term met de leden der identiteit 

^w6, -l.-S'mö', Oo8^.+CosQ\ ^ j X j , 

^ — = — -- — -—=— ^.--r — TT'-TT-i de som der eerste en dus ook 

der tweede leden van de beide (5,) gelijk nul doet kennen, zoodat 
Co«0' = -(7o«0 of 0' = 9r — blykt te zijn; hetgeen ook krachtens 
de constructie der beide driehoeken te verwachten was, en in over- 
eenstemming is, hetzij met de som der vierkanten van (1,) en (5^), 
namelijk Cos^ ö -f Sin^ ö . Ooa* ^, = Cos^ a , + Sin^ a , . Cos^ (0, 0'), of 

meer onmiddellijk nog met den sinusregel, gevende - — • = — -7^- — ', 

Uit (1,) en (5j) worden nu de beide daaraan voldoende d^ en 6', 
bepaald door: 

^ Cosjè^.f,) _ 

Co8a^,Cö8^^8ina^,Sin^,Oo8A^,Co8e 



- SinLCo8a^.Co8A^±8ina^.Co8LOo8Q l -Sin^ ^,Sin^ A^ 

die trouwens voor de twee driehoeken («, , ö, öj of d'j) hetzelfde 
uitdrukken als (3) en (3'}, of meer in het bijzonder nog het tweede 
stel van (4), voor de twee driehoeken («j, a^, a of a'), en dan ook 
uit dit stel kunnen worden afgeschreven door aldaar te vervangen 
(a, a) door (6,, ö'j), a, door 6, a, door a^ , A^ door 0, A^ door 
^i' ^P gelijke wijze kan men blijkbaar voor de berekening van 
(7o«(fl, , ö',) en /Sï»(fi,, ö',) te werk gaan met de tweede vergelijking 
(1), namelijk 

Co«ö.a>«(öj, fl'0 + 5t»ö.(7o4^,...S^»(ö,,6'i) = Cb«a,, . . (1,) 

,.. , . :. . 1., , . Sin(e,e') 8inA, 

waarbij valt op te merken dat, nu gebleken is — —--- — = -, !-r= 

Isin 6 ain a ^ 

— * hier in de twee driehoeken (ffj, d, ö, of 6',) tegenover 



de gemeenschappelijke zijde d dezelfde hoeken en 0' = t - van 
zoo even staan, en dat men dus, overeenkomstig met (5|), heeft: 

Cb«ö.&»(6,,d'J--S'/»Ö.Cb4^,.a?»(ö,, ö'i) =±-5»»a,.(7o«0, . ..{5j) 

waardoor thans niet alleen {di,6i), maar ook (6, ö'j) ieder in d 



= 0, 
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en den daardoor onmiddellijk bepaalden als gemeenschappelijken 
parameter zijn uitgedrukt. De beide ö, en ö'j erenals de beide ö| 
en d' , alsnu van elkander afgescheiden z\jnde , kan men de elimina- 
tie van d — onder zoodanigen vorm, dat dadelijk blijke op welke der 
vier verbindingen van 'eene der beide eerste met eene der beide laat- 
ste van deze vier veranderlijken zij betrekking heeft — ' verrichten door 
de drie grootheden Toaö, Sin^ en OosS te elimineeren tusschen de 
vier vorenstaande vergelijkingen (Ij), (1,), (5^) en (5,), hetgeen dus 
in determinanten-vorm, en stellende ter bekorting (6, , 6',) en (ö,, 6'^) 
door de enkele notatiën öj en öj voor, geeft 

waarin namelijk Sina^ en Sin ai met gelijke dan wel met ongelijke 
teekens te nemen zijn, naarmate men tusschen twee gelijksoortige 
d,, 6, of ö'|, 6'j, dan wel tusschen twee ongelijksoortige ö,, ö'j of 
ö',, dj elimineert. Of wel bij ontwikkeling, door bij voorbeeld de 
waarde, die men uit de eliminatie van de tweede leden der vergelij- 
kingen (1,) en (Ij) voor T^^ verkrijgt (en die trouwens reeds door 
de gelijkheid der beide eerste leden van (2) gevonden is), gelijk te 
stellen aan de waarde, die men op dezelfde wijze voor Tffè vindt uit 
de vergelijkingen (6,) en (5j), 

SinQ^,Co8al,Co8J^'-Sin^^.Co8a^.CosA^ 



Co«öj.iSï»a,.Co«//, 4- Co8^^.Sina^.Cos A ^ 
dat is na herleiding: 

Co8^^.Co8^^.{Sina^,Co8a^,Coa^^^±Sina^,Co8a^.Co8^^)■{^ 
+ Sin6^,Sinè^(Sina^.Co8a^,Co8At±Sina^.Co8a^,Co8j^) — 
-'{Sina^.Coaa^.VosA^ ± 8ina^,Co8a^,Co8 /t ^) =l O, 
waarin namelijk de bovenste of de onderste teekens gelden, naarmate 
men in de tweede leden van (5.) en (SJ gelijke dan wel ongelijke 
teekens neemt, dat is naarmate men elimineert tusschen fl, en 6j of 
ook tusschen 6', en 6'^, dan wel tusschen 6, en 6', of ook tusschen 
6' . en ö j . Bij vergelijking met de boven onder den vorm C&«fl , .a>« 9, -f 
+ 5ïwö,.^ï«d2.Co«(/^, /l')-Co8[a,a)z=:(^ gestelde uitkomst der eli- 
minatie, blykt alzoo thans, dat A, A\ a, a' bepaald worden door: 
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8ma^.Co9a^,Co8 A^ ±Sina^,Co8a^,Co9A^ 
Co8(a, a) 

1 



Sina^. Cosa^,Co8 A^ ± 8inai,Coë a ^,Co8 A , 

waarin men wegens — ^ = -: — r-^ ook desverkiezende in de drie 

noemers gelijktijdig Slna^ en Sina^ zou kunnen vervangen door 
SinA^ en SinA^, En dat deze formulen slechts gewijzigde vormen 
zijn van de boven langs anderen weg in (3) en (3'), of ook in 
(4) gevondene, kan bij voorbeeld worden aangetoond doordien de 
beide sub 1^. beschouwde eigenlijke driehoeken geven Cosa^ = 
= Co8[n^ a'). Co8a j H^5*»(a, a ),8ina ^.CósA^ en Coaa , = Co«(a,a'). Cosa , + 
-|-/St»(a, a').iS^ma, CosA^y waaruit men oplost: 

Co8(a,a') Sin{a,a) 

Sinai,Co8a^,Co8A^ ±:8ina^.Co8a^,Co8 A^ — Cb«*a, + Coa^a^ 

1 



Sin o , . Co8 a j . Co8 A^± Sin « j . Co8a , . Cos A , 

(die trouwens door in (1) en dus ook in (2) te vervangen fl door 
a of fl', ö, door a,, öj door «,, //, door tt—A^ of A^, reeds in 
(2) opgesloten zijn), en doordien uit diezelfde twee driehoeken blijkt, 
dat A en A' uit a en a' door verwisseling van de overeenkomstige 
kleine en groote letters mogen worden afgeschreven: zoodoende vindt 
men niet alleen de even verkregen formulen voor Cos A, Cos A', 
Coaa, Cosa' terug — althans indien men voor Cos[A, A') zooals 

ffezeffd in den eersten en den derden noemer let op ^ = * — 

^ ^ ^ Sina^ Sina, 

maar heeft men gelijktijdig weder nieuwe vormen voor de reeds in 
(4) gevondene SinA, Sin A\ Sina, iS^m a' ontwikkeld. Ten overvloede 
brengt men de nieuwe formulen voor Co8{a,a) en Sin(a,a) recht- 
streeks tot die in het tweede stel van (4) terug, doordien men, wederom 

' = r; ^ toepassende, zich gemakkelijk overtuigt dat de eerste en 

Sintti Sina^ '^ ° 

de derde nieuwe noemer, vermenigvuldigd met Sina^.Cosa^XosA^^ 

z^Sina^Sosa^.CosAyy dat is met den noemer ran Sin {a, a') in dat 

tweede stel, gelijk worden aan (— Co«* a , + ^*o«'a,), dat is de nieuwe 

noemer van iSm(a, «), maal den eersten en den derden noemer in 



90 

hetzelfde stel. Omtrent de nieuwe formulen voor Cos{Ay A') en 
8in{AyA') en die in het eerste stel van (4) geldt behoudens letter- 
verwisseling blijkbaar hetzelfde. En door het vorenstaande is dus 
— tegelijk met het bewijs dat, naarmate men ö elimineert tusschen 
twee gelijksoortige (6^ en 6j) of (6', en fi'j), dan wel tusschen twee 
ongelijksoortige (6, en ö'j) of (6', en 6^), van de aan (1) voldoende 
ö, en öj, de betrekking in {A^a) dan wel in (A\a*) van den vorm 
Coaöj.Co^fl j +;S'w6, ./SiM6j.Cw(^, A') = Cos{a, a') te voorschijn komt — 
op meer dan ééne wijze eene bevestiging van de eerste manier van 
elimineeren geleverd. Strikt genomen ware na deze eerste manier de 
volledige tweede eliminatie niet noodig geweest om uit te wijzen, bij 
welke verbindingen van eene der beide öi met eene der beide 6j de 
onbekenden {A,a)y en bij welke de onbekenden {A\a!) behooren: 
immers men had er zich toe kunnen- bepalen dit te onderzoeken 
door middel van de met eene bijzondere waarde van 6 overeenstem- 
mende fl,, fl',, ö, en 6'j. Zoo geven bij voorbeeld voor 6 = O de 
vergelijkingen (1) de beide waarden öj =-|-fl, , 6'^ = — a^, en de 
beide waarden ö,= + a2,ö'i= — a,; en toetst men deze nu met 
behulp van de reeds boven uit (3) eo (3') opgemerkte betrekkin- 
gen Cos ai . Costti -}• Sinai . Sinai. Cos A = €osa en Cos a , . Cosa^ — 
—Sinai^Sina^JJosA'^z Cosa\ die tot de beschouwing van de beide 
herhaaldelijk besproken driehoeken (a, A) en (a\7r-A') leidden, 
aan de betrekking Cos^^,Cosè^ + Sin&^.Sinè^,Cos{Ay A') = Cos{a,a'), 
dan ziet men dadelijk, dat {Aya) niet anders kan behooren dan bij 
een paar (6j, 6j) of (ö',, 6'j) met gelijke teekens, en {A\ a) niet 
anders dan bij een paar (Ö,, è\) of (6',, 6J met tegengestelde 
teekens. 

Aan het slot van dit onderzoek moge op tweeërlei bijzonderheid 
gewezen worden van de figuur, die men verkrijgt door op de zijden, 
hetzij van den boven beschouwden ter bepaling van a Qn A dienen- 
den driehoek, hetzij van dien voor a' enA\ de driehoeken (a , , öj.d), 
(a, , 6, 6,) en (a of a', 6, , 6j) te teekenen in dier voege, dat de 
twee gelijke zijden d samenkomen in het hoekpunt A of A', de twee 
gelijke zijden è^ in Aj , de twee gelijke zijden 6, in Aj. Bepalen 
wij ons bij dit onderwerp tot de onderstelling, dat men in het sub 
1®. genoemde geval verkeert en in dit geval meer in het bijzonder 
twee gelijksoortige 0» en 6j of 6', en 6'j met elkander in verband 
wenscht te beschouwen. Wy hebben dan (Plaat I, Pig. 1) eens en 
vooral den vasten driehoek A, A^A te construeeren die a,, a, , a 
tot zijden en t — -^j , A^, A tot overstaande hoe^'en heeft, en wiens 
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zijden als bases dienen ran de telkens veranderl^ke driehoeken 
AjAPj,AA,P„AiAjP, waarin AP, = AP, = ö, A^P, =AiP=:ö, 
of ook ö',, en AjP = A,P, = d, of ook ö'j is. Op grond van 
het voorgaande is dan de vergelyking C(9«(ö,, ö',).C'oa(ö,, 6',) + 
+ iS^/» ^ 6 , , 6' j ),Sin (d , , 6' , ) . 6*0* il = C o« a de uitkomst der eliminatie 
van 6 voor gelijksoortige {^^, 6j) of (ö\, 6',) tusschen (Ij) en (l,), 
omdat de in die vergelijking voorkomende a en i4 basis en tophoek 
zelf van driehoek (a,,a2, t-/1,, A^) zijn; op denzelfden grond 
is wederkeerig (l,) te beschouwen als ontstaan uit de eliminatie van 
(^i> ö'i) ^^^^ gelijksoortige (fi, ö,) of (6', d',) tusschen evengenoemde 
vergelijking en (1]), omdat de in (l,) voorkomende a^ en A^ even- 
zeer basis en tophoek zelf z\jn van driehoek (a,, a, 9r-*-i4,, A); 
maar daarentegen moet (1,) beschouwd worden als uitkomst, die de 
eliminatie van (dj, d'|) voor ongelijksoortige (d, i\) of (d', d.) tus- 
schen meergenoemde vergelijking en (l,) zou opleveren, omdat de 
in ( 1 , ) voorkomende a , en Ai zijn basis en , niet tophoek zelf, 
maar supplement van tophoek, van driehoek (a,, a, ^2>^)* ^^ 
hieruit volgt verder — uithoofde voor eene willekeurige 6 de zijden 
d| en d», of ook d', en d',, gelijksoortig genoemd zijn, wanneer zij 
voorkomen in twee driehoeken, die tegenover d gelijke hoeken 0, of 
ook 9r— 6, hebbeu, daarentegen ongelijksoortig, wanneer de hoeken 
tegenover fi zijn elkanders supplementaire en t — 0, of ook tt — 
en © — dat in beide driehoeken op d gelijke overstaande hoeken 
AAjP, =:AA,P, = 0, en evenzeer in beide driehoeken op ö, 
gelijke overstaande hoeken Aj A| P = Aj AP, = 0, (of = t~ 0,, 
indien men A. P = AjPj =i 6', genomen hadj voorkomen, maar 
daarentegen in beide driehoeken op d| supplementaire overstaande 
hoeken A, AP, = tt - 0, en A, A, P = 0, (of omgekeerd). Het 
vorenstaande geldt algemeen voor alle stelsels (d, d,,^,) of ook 
(öj fi'u ö',), komende door bij voorbeeld aan fl alle waarden van O 
tot 2t te geven, mits men daarbij zoowel oneigenlijke als 'eigenlijke 
driehoeken toelaat; hetgeen evenwel niet wegneemt, dat men, als in 
een der besproken driehoeken ééne of meer zijden blijken oneigenlijk 
te zijn, de beschouwing van dien driehoek desverkiezende zou kun- 
nen vervangen door die van den eigenlijken aanvullingsdriehoek , 
welke vervanging dan naar omstandigheden zou kunnen medebrengen 
dat, in plaats van tegenover 6,, daarentegen tegenover d of tegeno- 
ver d, geene gelijke, maar supplementaire hoeken voorkomen. Dit 
een en ander voorop gesteld hebbende, late men thans uit P, P,, 
P, loodrechte bogen PQ, P, Q, , Pj Q, op a, «j, a, neder en* 



noeme R het snijpunt bij voorbeeld der beide laatsten en >j M|, m, 
de van daar naar A, A,, A, getrokken bogen, dan heeft men 

ro«Mi __ Cö«A2Q,.C(9«IlQ, CoéAjQi.CoérPjQ, _ Cos^^ 

Cosvi Co«AQi.Co«RQ, roaAQi.CoaPjQi Co^ö 

zoo = r- » düs door vermenigvuldiging - — - = ^ — - = 

= -p; — r*>i5 waaruit blijkt, dat dit punt R ook ligt op den lood- 
6o*A|Q 

rechten boog PQ. Derhalve vindt men — onafhankelijk van de 
omstandigheid dat de hoeken, die 6, en 6^, 6 ^ en ö, $ en 6, in 
P, Pj, P, vormen gelijk ^4, A^, A^ zijn, maar alleen als gevolg 
van de gelijkheid dezer zijden ö, 6,, 6j twee aan twee — als eerste 
der beide boven bedoelde bijzonderheden deze, dat de drie lood- 
rechte bogen uit P, Pi, Pj op de overstaande zijden a, a^ , a, 
door één zelfde punt R gaan, en in verband hiermede, of als ken- 

merk hiervan, de betrekking ^-^^ . -^^^ -- . ^^-^^^ = 

= t; =- • -7, • -j; = 1. Maar t«n andere volgt nu nog bo- 

Cosyi^ Cosvi Cosvl^ 

vendien uit de gelijkheid der even genoemde hoeken in P, P,, P, 
aan -^, ^,, ^, de tweede bijzonderheid, dat de drie voetpunten Q, ■ 
Qn Qï dezer loodrechte bogen in een grooten cirkel liggen; want 
juist deze gelijkheid brengt mede dat, gelijk zoo even werd opge- 
merkt, tegenover de beide 6 gelijke hoeken 0, tegenover de beide 
d , supplementaire hoeken t - , en © , , tegenover de beide 6 j 
gelijke hoeken 0j staan, en dat dus, gelet op den negatieven zin, waarin 

het segment AQ. in de «guur voor.o.t. |^ • ^^ • ^^= 

nu door vermenigvuldiging dezer beide betrekkingen komt 

^«A,Q -SwAjQ, iSÏ»AQ, . , . ... 

- . , ^ . ^. /-7 • ■ . , z *- = — 1; en denkt men zich alzoo een 

^wAjQ A»AQ. 6ï«A,Q, 

grooten cirkel bij voorbeeld door Qj en Q, , snijdende de zijde a 

in eeuig punt Q', en waarvan men de snijdingshoeken met de zijden a^a^^ 

a, voorstelle door ff» Qi» Qiy ^^^ ^ «.-rw- • ^. , a t . ^, ,-->,• = 

SinQ, SinQ SinQ, , , , • i^- • 

= -SinQ:'Sin-Q;' SinQ^'^^' ^"' ^""' vermenigvuldiging 



met de laatstgevonden betrekking ^: ^ '^ = ^. ' J: , , waardoor de 

samenvalling van Q en Q' en dus de ligging van de drie punten 
Q, Qi, Qi in een grooten cirkel bewezen is. 

De bij de verschillende stelsels (ö, fij, ö,) of ook (ö, 6',, 6',) be- 
hoorende punten E zijn dus zoodanig, dat hunne projectiên op de 
drie zijden a, ai,a^ in een grooten cirkel liggen; en het voorgaande 
geeft tevens aanleiding om — terwijl de meetkundige plaats van ieder 
der punten P, Pj, P, in het bijzonder, waaruit de overstaande zijde 
a, «,, «j onder een standvastigen hoek ,4, A^, A^ gezien wordt, zou 
blijken de doorsnede van den bol met een gelijkmiddelpuntigen ke- 
gel van den vierden graad te zijn — gemakkelijk de vergelijking 
van de meetkundige plaats van E, uitgedrukt in de drie bogen of 
afstanden m, >}],)] 2 als tripolaire bolvormige coördinaten, op te maken: im- 

mers, het zoo even gevonden verband J~^ . Z, /^ - .-~^r--^ = -l 

IJ/AjQ TyAQ, TyA.Qj 

, ,.^ , ^ .. T^u,.Co5EA,Aj Tyu..(Jo6EA,A Tyij.CosEAA, 

laat zich ook schni ven ■- -pr-T, z — r~ • ' ^ \y ^ a a • 7ir — r^ ^ ^ \ = 

•' Ty)jj.CosEAjA, Tyu.CosEAAj Tgyi^.CosB.A^Ii 

= — 1 en geeft dus CosEA,Aj.Co5EAAj.CosEA, A + 
+ Cos E A I A , . 60s E A . A . Cos E A A , =: O , dat is , na vermenigvuldiging 
der beide termen met (Sina. Sin ij ^ ){ St» a , . Sin yi){Sina^,Sinytj) zzz 
= ( Sin a . St» ft | )( Sin a , . ^m vi ^ )( Sin a 2 . Sin tf ) , de bedoelde vergelijking : 

(Cos)j| — Co.<a.Cos>jj){Co.vvjj - Co$ai.CosYi){Cosfi-Cosa^,Cosfi^)}- 

De hier gebezigde coördinaten >}, )f,, Mj hangen overigens, ook 
voor ieder ander punt van den bol, onderling samen volgens het 
verband tusschen de zijden en de diagonalen van een willekeurigen 
bolvormigen vierhoek AA, Aj E, welk verband men dadelijk kan ver- 
krijgen doordien bij voorbeeld, waar ook het punt E ten opzichte 
van den driehoek AA,A, moge liggen, steeds Co5A,EA^ = 
= (;os(A,EA±AEA,) of bij ontwikkeling 1-Cos* A, EA, - 
- CWAjEA- Cos*AEA,+26osAiEAj.CosA,EA.CosAEA, =0 

• j u ^-L X- rr A -D A Cosa-Cosf)t,Cosvi^ 

IS, waann de substitutie van oosA, EA. = — - — -— - — -- — ^ / • 

' l/(l-6W*)j,Xl-Cos*jfJ 

en van de overeenkomstige waarden van CosA^'Rk en Co^AEA^ 

geeft voor het bedoelde verband: 

l-Cos*a-Cos^aj -Cos^a^ 4 2 Cosa.Cosa^Xosa^ = StVa.fo*')} + 
+ Sm* a^Xot* M ^ + Sin- a j.6os*>fj—2( Cos a* Cosa^ *Cosaj).Cosij, .Coéfji, -> 
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-2(Co8a i — Cosa^,Cosa)Cosfii,Cos)i ^^[Cosa^-'Com.Cosa^ )Co8vi,Cosvi ^ = 

+ 2 Sina^,Sin a,Cos 11 ^,Cosyi,Cos A ^ — 2 Sina,Sina^,Cos\i,Cosyi ^ ,CosA^, 
Hierin is alleen ?oor de beknoptheid het laatste lid bijgeschre- 
ven, terwijl men naar verkiezing evenzeer voor het eerste lid zou 
kunnen schrijven Sin^ a^,Sni^a^.Sin^A=^Sin^ a2.Sin^ a,Sin^A^ z=i 
=z Sin^ a.Sin^ai.Sin^ A^. Vermenigvuldigt men overigens het ge- 
vonden verband met twee der gelijke verhoudingen - — = ^ ^ -. - = 

Cos^i CosPQ Cos^^ CosP,Q, . ,. j,- ,. 

m ' = ^ ^ ^ = -t; — ' = -A — vrT?-" . in dier voege dat in het 

derde lid Cosvi^ Cosvi^^ Cosvi^ overgaan in Co5Ö, Cosfl,, Cosö^ , dan 
verkrijgt men hierdoor tevens het middel om de bij een bekend stel- 
sel (ö, 6,, 6,) behoorende waarde dezer gelijke verhoudingen, en 
daarmede die van )j, jj, , >jj zelve te berekenen. 

Alvorens van dit onderwerp af te stappen, moge nog worden opge- 
merkt, dat, indien men hetzelfde vraagstuk dat hier voor bolvormige 
driehoeken onderzocht ia, had te behandelen voor vlakke driehoeken 
— hetgeen evenwel aan de door ons beoogde toepassing in het vol- 
gende opstel niet rechtstreeks dienstbaar zou te maken zijn — alsdan 
nog eenige vereenvoudiging zou intreden. Deze zou hoofdzakelijk 
hierin bestaan, dat de drie voor eiken stand der bolvormige figuur 
verschillende toppen P, Pj, P» van de op AjAj, A,A, AAj als 
bases geconstrueerde driehoeken, en dus bovendien het gemeenschap- 
pelijk snijpunt E der drie loodlijnen PQ, P,Qi, PjQj op deze 
bases, alsdan telkens in éën zelfde punt zouden samenvallen, waar- 
van de meetkundige plaats niet anders zou wezen dan de omge- 
schreven cirkel van driehoek AA, A^; hier zou dus m = ö, >j, =6,, 
>jj j2r flj zijn, terwijl de door de drie voetpunten Q, Q, , Q, gaande 
groote cirkel zou overgaan in de zoogenaamde rechte lijn van R. 
SiMSOK. In dit geval zou, al naarmate telkens van de ligging van 
het punt R op evengenoemden omgeschreven cirkel,, bepaaldelijk in 
aanmerking komen hetgeen boven omtrent eene negatieve zijde a, 
of a,, of a^, met negatieven overstaanden hoek, als gevolg van 
den overgang van oneigenlijke tot eigenlijke bolvormige driehoeken, 
werd opgemerkt; en in verband hiermede zou volgens de stelling 
van Ptolembü^ naar omstandigheden telkens eene van de eenvoudige 
betrekkingen afl = a, ö , + a, Ö j of = a, 6 , - a, ö, of = - a, ö, + a^ö, 
tusschen de drie fl of >j en de drie a gelden. 



OVER ZOODANIGE STELSELS VAN TWEE CIRKELS IN HET 

PLATTE VLAK OF OP DEN BOL, OF OOK VAN TWEE 

COAXIALE ELLIPSEN IN HET PLATTE VLAK, DAT 

DAARIN EN DAAROM EEN ZELFDE VEELHOEK PAST, 



DOOR 



F. J. VAN DE\ BERG. 



De bekende betrekking tusschen den afstand der middelpunten en 
de stralen van den om- en den ingeschreren cirkel van een wille- 
keurigen vlakken driehoek is het eerst door L. Euler gevonden. 

In de Nova Acta FetropoUiana , Tom. X, 1794 (uitgegeven in 
1797), gaf N. Püss op pag. 103 — 125 eene overeenkomstige betrek- 
king voor den vlakken vierhoek, die in en om een cirkel past; zie 
ook aldaar ,;Ëxtrait des mémoires contenus dans ce volume", pages 
225—227. 

In dezelfde Acta, Tom. XIII, 1798 (uitgegeven in 1827), liet hij 
op pag. 166 — 189 dergelijke betrekkingen volgen voor vijf-, zes-, 
zeven- en achthoek: evenwel, afgeschrikt door de ingewikkelde bere- 
keningen, die deze veelhoeken in het algemeen zouden vorderen , be- 
paalde h^' zich tot het onderzoek van het geval, dat zij symmetrisch 
zijn ten opzichte van de lijn der middelpunten van beide cirkels; zie ook 
aldaar „Extraitdes mémoires contenus dans ce volume", pages 60 — 61. 
Later is door J. V. Poncelet in zijn Traite des prqpriétés prqfec- 
Uvea des figures^ page 861, bewezen, dat de in deze onderstelling 
voor eenigen veelhoek verkregen betrekking onveranderd hare geldig- 
heid ook voor den niet symmetrischen veelhoek behoudt. 

In A. L. Crelle's Journal für die MathemaHk, 2«^ Band, 1827, 
komt op Seite 96 als 3^ Aufgabe en op Seite 289 als 57'^'^ Lehrsatz 
eene opgaaf vau J. Steinek voor van de betrekkingen voor den vlak" 
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ken drie-, vier-, vijf-, zes- en achthoek; waaraan hij op Seite 289 
als BS*"* Lehrsatz de overeenkomstige betrekking voor een bolvormi- 
gen vierhoek toevoegt. 

Van O. G. J. Jacobi komt* in Crblle's Journal y 3«' Band, 1828, 
Seiten 376 — 389, eene verhandeling voor „Ueber die Anwendung der 
elliptischen Transcendenten auf ein bekanntes Problem der Elemen- 
targeometrie: „Die Eelation zwischen der Distanz der Mittelpuncte 
und den Radien zweier Kreise zii finden, von denen der eine einem 
unregelmassigen Polygon eingeschrieben , der andere demselben um- 
geschrieben ist" . Hierin wordt, met herhaalde verwijzing naar bo- 
vengenoemd werk van Poncelet, eerst de overeenstemming der uit- 
komsten van Fuss en van Steiner aangetoond (ofschoon voor den 
achthoek deze overeenstemming door Jacobi wordt betwijfeld), ter- 
wijl daarna voor een willekeurigen vlakken veelhoek eene betrekking 
door toepassing van de elliptische transcendenten gegeven wordt. 

Meergenoemd Journal van Crellb bevat in den 5*» Band, 1830, 
Seiten 250 — 267, eene verhandeling van Eichelot, getiteld: „Anwen- 
dung der elliptischen Transcendenten auf die spharischen Polygone, 
welche zugleich einem kleinen Kreise der Kogel eingeschrieben und 
einem andern umgeschrieben sind'*, waarin vooreerst door een paar 
algemeene verdubbelingsformulen uit de betrekkingen voor den vlak- 
ken drie-, vier- en vijf hoek die voor den vlakken zes-, acht- en tien- 
hoek, en uit deze weder die voor den twaalf- en zestienhoek worden 
opgesteld; terwijl daarna een algemeene regel bewezen wordt om van 
het geval van den vlakken tot dat van den bolvormigen veelhoek 
over te gaan; welke regel ten slotte op drie-, vier-, vyf-, zes- en 
achthoek wordt toegepast. 

In hetzelfde Journal, 38« Band, 1849 , vindt men op Seiten 363 — 372 
een stuk van Eichelot „Ueber die Anwendung einiger Formeln aus 
der Theorie der elliptischen Functionen auf ein bekanntes Problem 
der Geometrie", waarin hij de vraag behandelt: „wie die algebraische 
Bedingungsgleichung aus der transcendenten Form in rationaler und 
ron allen überflüssigen Factoren freien Forna abgeleitet werden könne", 
hetgeen hij ten slotte voor den driehoek, dten vyfhoek, den zeven- 
hoek (voor het eerst in dezen eenvoudigsten vorm) en den negenhoek 
uitwerkt. 

Een gedeelte van de vorenstaande onderöoekingen van Jacobi en 
Eichelot, namelijk voor zoover zij op vlakke veelhoeken betrekking heb- 
ben , is onder andeten overgenomen in D^ H. Dürègb , Theorie der elUp- 
UscAen Functionen, ISQlyAhoohmti XI, §§ 37—44, Seiten 143— 167. 



Uitvoerige verhandelingen van F. Unferdingke, getiteld: „Das 
spharische Dreieck dargestellt in seinen Beziehungen zum Kreis", en 
te lezen in J. A. Grünert's Archiv der Mathematik und Pkysik^ 
Theil29, Seiten 479—516, Theil 33 ,.Seiten 14— 91, en Theil42, Seiten 
463 — 466, hebben ten deele op dit onderwerp betrekking; die be- 
schouwingen worden echter niet op den vierhoek of de hoogere veel- 
hoeken uitgestrekt. 

Later vond ik nog aangehaald , maar had geene gelegenheid dit 
intezién: D^ Stoll, „Ueber spharische Vielecke, die einem Kreise 
eingeschïieben und einem andern Kreise umgeschrieben sind", in 
O. Schlömilch's Zeitschrift für Mathematik und Physik^ Band 29, 
1884, Seiten 91—110. 



De voorgaande aanwijzingen ben ik, daar ik zelf niet wel in de 
gelegenheid was de litteratuur over het bedoelde onderwerp na te 
gaan, voor het grootste gedeelte verschuldigd aan de welwillendheid 
van den hoogleeraar D^ G. J. Legbbeke te Delft. Het is mij voor- 
gekomen, dat het vraagstuk van gewone meetkunde, waarvan hier 
sprake is, ook vatbaar is om, in plaats van door de leer der ellip- 
tische transcendenten , meer elementair behandeld te worden, en dat 
daarbij — in strijd met de meening van Eichelot in Crelle, 
Band 38, Seite 353, „dass über das Viereck hinaus die directe geo- 
metrisch-algebraische. Ableituug dieser eben erwahnten Gleichungen 
in der angefiihrten Form Schwierigkeiten mit sich führt" — op 
andere en, vergis ik mij niet, meer eenvoudige wijs dan door hem 
geschiedt, de betrekkingen tusschen de stralen en den afstand der 
middelpunten van beide cirkels voor veelhoeken van toenemend aan- 
tal zijden achtervolgens uit elkander kunnen worden afgeleid. Dit 
kan met name geschieden door middel van zekere, door mij met de 
letters P, p en p' aangeduide , functiën die mij schijnen ten deze 
eene hoofdrol te spelen, en voor welke ik allerlei zoowel enkelvoudig 
als periodisch terugloopende betrekkingen heb ontwikkeld: eerst tus- 
schen deze functiën zelve, daarna, uit overweging dat zij gebrokens 
zijn, tusschen hare tellers en hare noemers afzonderlijk; terwijl ik 
hieraan nog iets ten aanzien van hare rechtstreeksche of zelfstandige of 
independente bepaling heb toegevoegd. Verder is het mij voorgekomen, 
dat de door Eichelot, mede door middel der elliptische transcenden- 
ten , aangetoonde wijze van overgang van het vlakke tot het bolvormige 
geval vrij gemakkelijk door meetkundige vervorming kan worden gevon- 
den. Eindelijk, dat voor een vlakken veelhoek van gegeven aantal zijden 

N.A.V.W.D1.XIV. 7 
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geheele overeenkomst bestaat — of deze wellicht reeds elders is op- 
gemerkt geworden, is mij onbekend — tusschen de bedoelde betrek- 
king voor twee cirkels en die voor de asverhoudingen van twee 
coaxiale ellipsen, waarin en waarom zulk een veelhoek past. 

Ik stel mij voor, een en ander in het hieronder volgende nader 
uiteen te zetten. 



Laat (Plaat I, Pig. 2) binnen een cirkel met middelpunt M en 
straal R een andere met middelpunt m en straal r gelegen 
zijn, zijnde de afstand der middelpunten M»i = ^; laat verder de 
lijn dezer middelpunten den buitensten cirkel snijden in A en B. 
Indien men dan uit eenig punt P van dezen cirkel , bepaald door den 
middelpuntshoek AMP = 2^, eene raaklijn aan den binnencirkel 
trekt, snijdende den buitensten cirkel andermaal in een punt P, 
waarvoor LAMP, =2<J)^ is, dan kan men, door uit te drukken 
dat de straal r van het raakpunt gelijk is aan het verschil der pro- 
jection van MP of MP, en van Mt» op dezen straal r zelf, het 
verband tusschen de beide hoeken 4^ en (p, dadelijk neerschrijven 
onder den vorm 72 Co« (<J) , — (p) — ef Cos (<J) , -|- (p) = r of 
{R - d) Cos 0.Cos $ , -\-{R'\-d) Sin (p, Sin (p , =: r of, voerende ter be- 

T T 

korting de notatiën x z=. — — -. en y = 



R-d -^ R^d 
Cos 0,Cos<p^ Sin0, Sin0t 



= 1 (1) 

X y 

Dit verband , dat naar behooren symmetrisch is in en ^ , , kan 
bij voorbeeld dienen om voor een willekeurig aangenomen ^ de bij- 
behoorende ^j te berekenen; en denkt men zich dus uit P, op 
nieuw eene raaklijn aan den binnencirkel getrokken, snijdende den 
buitencirkel in een door den hoek AMPj 1=202 bepaald punt 
Pj, en gaat men op deze zelfde wijze voort, dan vindt men door 
herhaalde toepassing van hetzelfde verband achtervolgens de hoeken 
0j> 4^8» 4^*> 6^z. Op zich zelf is het verband (1) dus voldoende 
om, indien de twee cirkels zoodanig zijn dat een zelfde »-hoek in 
en om beiden past, de dan bestaande betrekking tusschen x en f/, 
dat is tusschen 72, r en ef , op te maken; waartoe men slechts heeft 
op te merken, dat alsdan 2cJ), z:=2(P + 2t of 0, = 4^ + 9r moet 
zijn, eene voorwaarde waaruit op grond van de in deil aanhef ver- 
melde stelling van Poncelbt — die wij later ook bevestigd zullen zien — 
bij substitutie van 0, de willekeurige aanvangshoek <^ van zelf moet 
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verdwijnen. Dit geeft dan ook aanleiding om ter vereenvoudiging 
en op het voetspoor van Puss eene dergelijke berekening alleen uit 
te voeren voor den wederzijds AB symraetrischen »-hoek, dat is 
voor het bijzondere geval van (p = O, waarvoor tevens ter onder- 
scheiding de verdere 0,, cj)j, enz., 0, door de notatiën a, , «j , 
enz., »„ mogen worden aangeduid; zijnde dan «=0, dus volgens 
(1) zelf of ook volgens de figuur CoseCf = re, en a„ = t. 

Bij deze toepassing van (1) kan men, lettende dat uit eenig hoek- 
punt 2«. van den w-hoek twee raaklijnen aan den binnencirkel ge- 
trokken kunnen worden, die dus de wederzijdsche hoekpunten 2a^_, 
en ^»m+i bepalen, (1) zelf schrijven onder den vorm 

waarvan in verband hiermede de oplossing voor gegeven «^ zou 
kunnen plaats hebben door, na hetzij den eersten of den tweeden 
term in het tweede lid te hebben overgebracht, eene vierkantsver- 
heffing te bezigen ten einde eene vierkantsvergelijking hetzij met 
Coaa.q:, oi mei Sin x^:j:^ als onbekende te verkrijgen. Deze opvol- 
gende cosinussen of sinussen zouden dan echter blijken niet eenvou- 
dig te worden; en beter slaagt men door (1') te vervormen tot eene 
betrekking tusschen de tangenten, of liever nog de cotangenten, der 
helften v^n twee opvolgende hoeken a: daartoe (T), in deze halve 

2 2 

hoeken uitgedrukt, deelende door , verkrijgt men: 

xy 

2 « 

zoodat hier de twee^ hoofdeigenschappen der vierkants vergelijkingen 
geven : 

4 X Cot -^ 

o > o »Ê 



of 



«n. 



^ (l-a,)Co<»^-(l+a;) 
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Cot'^.Coi^= . 

2 2 «. 

(l-a;)C(»<'y-(l+x) 

welke formulen ieder voor zich kunnen dienen om telkens uit twee 
opvolgende Cot -^ en Coi-^ de naast volgende Coó -^^ te bere- 
kenen. 

Zoo heeft men vooreerst Cot - =z Cot O z= co en Cot — = 

= V / , — - — ' = \ / . , en hieruit — omdat juist door deze onein- 

V l — Coaec^ V l-a? 

dige waarde van Cot-, in verband met het voor Cot -^ in nul over- 
gaan van den gemeenschappelijken noemer, deze beide formulen zelve 

voor de berekening van Cot — ^ onbruikbaar worden — in dit geval door 

2 



1 1 1 

haar quotient 



4ixCot^ 



Cot't^ Cot^' ^ {^\^x)-{\\x)Cot^^ 

de waarde Cot ^ =^y — -^ = 'i^,^^y terwijl dan 

1— « 

verder bij voorbeeld de tweede dier formulen gemakkelijk geeft, 
indien men ter bekorting de notatie « =a;*+2/* — 1 invoert, 



Cot^ = 






2 «* 

^^^^A^ {(l-:r](.-2^(l4-s))}>-{(l+i;)(.-h2a:(l->a;))}« k^l-^) 

2 (l-.rM{(« + 2^(l-^))*-(«-2a;{l + a;))»} * »/ 

of, door zoowel in teller als in noemer de ontbinding voor het verschil van 

a * 5 (ï — 2 ji * ) 
twee vierkanten toe te passen, Cot --- = - — ; )r-rr-.A rr ; ^nz» 

De eenvoudigste manier om nu uit de tot zoover gevonden waar- 
den de tusschen .t? en f/ bestaande betrekkingen voor den driehoek 
tot en met den achthoek op te maken schijnt, veeleer dan in het 
rechtstreeks voor den »-hoek bezigen van de voorwaarde a. = t of 



lOl 



Cot-^ = (die overbodige factoren met zich zou brengen), te be- 
2 

staan in de volgende vrij beknopte berekening: 
Voor den driehoek moet 2fiS|4-^«) =i2?r of Cot -^, Cot -^ =1 

zijn, dat is r-^ =1 ofar + j/-l = 0. 
1 — a? 

Voor den vierhoek is 2«, = t of Cb^ -f = 1, dat is -^ — = 1 

2 1 ' i;' 

of :r* + 1/* - 1 = O of » = 0. 

Voor den vijfhoek, 2», + 2«3 = 2 5r of Cot'^.Cot'!^= 1, dat 

2 2 

is — r^ — ^ ;., . — ; = 1 of na kleine herleiding (^+t/)(a?- w)* + 

1— a? 8 — '2> X [1 •{- X) ^^ '" "" 

Voor den zeshoek, 2^3 =5 ?r of co^~ = 1, dat is 

{«+2x(l-;r)}*(l+^)-{»-2:r(l+j;)}*(l-ar)z=0 of 
««-4(l-ar*)(l-f7')=0 of (^»-y»)« + 2(^' + y')- 3 = 0. 

Voor den zevenhoek, 2a , + 2 «4 == 2 t of Cot^Mot — ^=i\, 

Il 2 

. » + 2i;(l-x) «(*-2y') , . . , ... 

dat xs ,, . — : • T—, r — rrr; r= 1 of na berleiding 

«'(ar + j/-l)»-4:rj,(l-a^)(l-y)(^ + y+l)';=0. 

Voor den achthoek, 2«j =z t of Co^— =rl, dat is 

«*(«-22/*)*-4y»(«-2a;*)»(l-a7*) = of 

Voor den vierhoek had men ook kunnen nemen, al is dit nu 

juist niet korter, 2«,+2a3=25r of Cot^,Cot^z=L\, dat is 

^ 2 

%\%X{\-X) \\X . , n TT ^ UI 

— T- ' . :; =1 ot » = 0. Voor den zeshoek , 

»-24;(l+j?) 1-a? ' 

2.,+2«. = 2. of Co^^.fo.^ =1. dat is ^^^lii^^ = l 

of «*— 4(1 -4;*)(1 — 2/*) = 0. En zoo zou men kunnen voortgaan. 
De gevonden betrekkingen zijn symmetrisch in x en y. Dat dit, 
ook voor alle hoogere veelhoeken , het geval moet zijn , was te voor- 
zien: immers, van den beginne af had men den wederzijds AB 
symmetrischen »-hoek kunnen beschouwen die, in plaats van in A, 
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zijn aan?angs- of nul-hoekpunt in B heeft; dat is, men had rechts 
en links, dus o? en y, kunnen verwisselen of, wat hetzelfde is, 
Mm = d negatief kunnen nemen. Denkt men zich in verband hier- 
mede eene raaklijn QQ, aan den binnencirkel , snijdende den bui- 
tencirkel in de twee door de middelpuntshoeken B M Q = 2 J/ en 
BMQ, = 2 J/, bepaalde punten Q en Q, ; gaat men verder te werk 
als vroeger voor het aanvangspunt A en noemt men de notatiën 
+ ,» ^%i enz., J;„, behoorende bij het bijzonder of symmetrisch ge- 
val J; = 0, ter onderscheiding p,, (3^, enz., p,, dan heeft men 
vooreerst, overeenkomstig aan (1) en (1'): 



ro«J/.Co«J/, Sin^,Sinif^ 



(2) 



en — -=^+ -^^=1, (2) 

y ^ 

waarin nu Cos^^=iy en p, = tt is; en dan schrijft men ten an- 
dere doof letterverwisseling uit de boven berekende cotangenten on- 
middellijk af: 



.£l_./Li_ 

' 2 ~V l-y' """' 3 V^(l-y»)' 

cJ^ *+2ya-y) ,/i-^y P._ »{»-%x^) 

^'^J- ,-2y{l+y) V 1-.V' ^* 2 " 2:,{»-2y^)V(l-y*)' ' 

„ Q 

Keeds hier, althans te beginnen bij Cot -~ en Coé -^ , indien men 

2 2 

deze schnjft: C..-» = _^,_. _±^ ^ ^ en dus 

Cotfy ^ l±i^. ^IftL J iÜ'. valt ia het oog - het- 
2 a? + y+l -J'+y+l V 1-y 

geen bij voortgezette berekening voor hoogere m nog duidelijker zou 

6t 3 

blijken — 'dat telkens Cot-^ en Cot-^ ieder een factor bevatten, 

2 2 

die elkanders omgekeerden zijn en dus in het product Cot -^, Cot -^ 

2 2 

elkander opheffen; terwijl zij evenmin in de te vinden naar sf en 
y symmetrische betrekking voor den «-hoek kunnen voorkomen. Deze 
bijzonderheid brengt op het denkbeeld om, ten einde van den be- 
ginne af deze toch verdwijnende en dus overbodige factoren te ver- 
mijden, de bedoelde betrekkingen af te leiden uit zoodanige voor- 
waarden waarin, in plaats van de cotangenten ieder voor zich, alleen 
de evengenoemde symmetrische cotangenten-producten voorkomen: op 
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die wijze toch is te verwachten dat, indien het gelukt deze produc- 
ten voor toenemende m rechtstreeks en eenvoudig uit elkander te 
berekenen, het opmaken der betrekkingen vooral voor veelhoeken van 
een groot aantal zijden aanmerkelijk zal worden bekort. Eeeds da- 
delijk moge hier, alvorens het beoogde algemeene verbaïid tusschen 
de opvolgende cotangenten-producten op te sporen , worden aangestipt, 
dat volgens deze handelwijze de berekening voor drie- tot en met 
acht-hoek als volgt zou komen te staan: 

Driehoek: f Co^^.Co^^Vco^^.C^oif^W 1, datis -^.-^ =1 
V 2 2 A 2 2/ 1-s 1-y 

of 4; + y- 1 = 0. 

Vierhoek: Cot'^.Cot^ — \, dat is-—-, ^'--- r,= 1 of 

2 2 i/(l-^')(i-y*) 

a;*+y»-l = 0. 

Vyfhoek: (^öiJ^.ro^^^ (^^^T^^^^) "^ ^' ^^^ ^^ (^^^ ^^ 
laatstgeschreven waarden voor Cot -^ en Cot -~ J 
(T4F7)-C-|fS)' =' of (,+y_l)(*+,+l).-4.y(*+y) = 0. 

Zeshoek: {cot^,Cot^\ {cot^.Cot^\ =1, dat is 
\ 2 2/\ 2 2/ 



Zevenhoek: f^Co^^.Cbif ^Wcbif Y'^''^— ) = ^ » ^^^ ^^ 

(^i) \y.(i-l)(i-,) = ^ o^ .M^ + .-D- 

— 4ary(l _jr)(l— y)(j. +y + 1)» = 0. 

Achthoek: Cot^.Cot^ = l, dat is ^^— — . = 1 

2 2 4ya;v/(l— a;»Xl— yO 

of ** — 16j?»y*(l — s»)(l — y») = 0. 

Overgaande tot het opmaken van het even bedoelde algemeene 
verband, kan daarbij eene als volgt te bewijzen betrekking tus- 
schen ieder paar bij elkander behoorende hoeken a. en (3« zelve 
van dienst zijn. (1') geeft, na deeling door 5t»«,.5tw«,:pi in het 
vierkant verheven, als betrekking tusschen (hta^ en Co^«»t:,, 

f"'*-^'''-^' + ^) -(Q><'«.-fl)(go<'«.^. + l) = of 
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1 — :p* 2 

* *y 

+ — 5 — = o, of, vermenigvuldigende met y* (1 — ar*) en voerende 

dan eenvoudigheidshalve de notatiën p^ = — ^ Cotk„ = T^* i .09^«« 

en j»,:j.j = Ci>^a«q:i = 2ï7«,.Coif««:j:j in, 

of *'!/'(;'-»-l)(i»».:F,-l) + 2a;i,^,;,,^,-* = (3') 

Merkt men nu op dat bij verwisseling van rechts en links in de 
figuur, dat is van x en y, de coëfficiënten in deze betrekking onver- 
anderd blijven, dan blijkt zij zoowel te gelden voor de twee opvol- 
gende Tgit^,Cotx» en Tg oL^.CotA^^:^ als voor de twee opvolgende 
Tg^^Xot^^ en Tg^^,Cotp^^:^\ waaruit men besluit dat, als voor 
eenige w, Tgct^,Cotx„ en Tgfi^.Cot^^ onderling gelijk zijn , dit dan 
ook paarsgewijs voor alle m doorgaat, en dat , daar dit blijkbaar voor 
mzzz l plaats heeft, men dus inderdaad gerechtigd is in het alge- 
meen te schreven 

p^=Tgcl^.Cota„=LTgp^,Cotfi„ (4) 

Deze even bedoelde eenvoudige betrekking tusschen x^ en |3. kan 
nu den weg banen om het verlangde verband tusschen twee opvol- 

^ gende producten Oot-^.Cot^ te vinden, waartoe men zou kunnen 



volstaan met die betrekking te vervormen tot 



.^Jl 



0,^1 ^«1 Cot 
Tga, f = Tgp^ g— 

of thi'^[Tgci,.Cot'^,Cot^-\-Tg^,^^ 

= m^.[Tg^,.Cot'^.Cot^ArTgcc,y . . (4') 
als wanneer, door deze laatste gelijke waarden gelijk aan den wortel 
uit haar product te nemen en zoodoende Cot -~ en Cot •-- ieder 
afzonderlijk in Cot-^^Coi-^ uit te drukken, bg voorbeeld deze 
Cot— en de overeenkomstige Cot-^-^ evenzoo uitgedrukt in 
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Cot -^^.Cot^^!—, slechts in de boven uit (1') afgeleide betrekking 

tusschen Cot -^ en Cot —^ zouden zijn te substitueeren, om op het 
2 2 

verlangde verband neer te komen. Ten einde echter de op deze 

wijze vereischte vrij samengestelde herleiding en tegelijkertijd eene 

dan, behalve de verlangde, nog medekomende oneigenlijke oplossing 

te ontwijken, kan men de berekening bij voorbeeld liever als volgt 

instellen. Door van (1') af te trekken Cos et „, Cos a „:^^ —Sin ct^.Sin a„,^ ^ = 

=: Co«(a. + «„:pi) en de uitkomst te deelen door 8inet„,8in»^^^ 

1 - a? 1 + V 

verkrijgt men CotA„,Cotcc„^ , H = 

X y 

^«-'(y + ^0 

— of, substitueerende volgens 



2 Sin ^Xos"^. 2Sin ^ .Cos"^ 
2 2 2 2 



(4) Cot»„.Cotct^:ri z=zp„CotAi.p„:r:iCot»^=- j/^.i^.^ii en 

vermenigvuldigende met ^(1 + a^), ^yPmjPm:^i + (1 + ^c) (1 + !/) =^ 

= y(l + a;) . Hierin laat blijkbaar het eerste 

2Cot^,Cot'^ 
2 2 

lid eene verwisseling van a; en ^ , dus van a , en (3 j , van cc^ en 
/3^ en van ««r^i en (3„:p, , toe, omdat j»« en p„:^i bevonden zijn 
daarbij onveranderd te blijven: voor deze zelfde verwisseling moet 
derhalve ook het tweede lid vatbaar zijn, en dit geeft door wortel- 
trekking — waarbij, zooals bij voorbeeld uit het bijzondere geval 
d =. O of X =zy blijkt, ter wederzijde slechts gelijke teekens mogen 
worden toegelaten — de betrekking: 



yJ^{iTx).(^Cot'^ + Cot^)\J Cot^-f.Cot^ = 



of, brengende den tweeden term van ieder lid in het andere lid 
over en passende daarna weder eene vierkantsverheffing toe: 



W 



y il ^ x)Cot^.atfy- 



N.A.T.W.D1.XIV. 



IM 



- ^ :c{l + y)m'*Jfi.ati^\\t^.Cot^-f.^ = 



- ^y(l + x)Co^?^.Cbf^' I' Cot^.at^' ... (6) 

En hierin zou men nu roor de verhouding der 

2 2 

laatste factoren van beide leden slechts de waarde van — - , vol- 

2 
gens (4') uitgedrukt in Cot -^, Cot ^, gedeeld door de overeénkom- 

stige waarde van j— , uitgedrukt in Cot^-^^\Cbt^^, heb- 

Cotri^^il 
2 

ben te substitueeren, om na ontwikkeling en herleiding op het ver- 
langde verband tusschen deze beide producten neder te komen. Maar, 
met het oog op de latere berekeningen, schijnt het nog wel zoo ge- 
schikt hier reeds dadelijk, in plaats van deze producten zelve, de 

daaraan evenredige grootheden P*to= Sinx^.Swfi^.Cot-^.Cot -^ = 

= \/(l-fl?*)(l-y*)Cb^^.C'o^^, en evenzoo voor den aanwijzer 
2 2 

f»=^l, in té voeren, waardoor volgens (4'): 
2_ _ SM^^{Co8x^.P^m'\'Co8^,.Sin^»^) _ 



Oot"^ 



wordt, en evenzoo voor m^l, dus 

ru* ^^ riné Ë2Ü.I 
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dat (5) nu blgkt geschreven te kuanen worden onder den vorm: 

-(iMi+y)(P*m+PV:p,)+(i-a;*)(i-y')} + (a^+y){aj(i+y)P*m+ 

+ *(l+y)/'*m:pO}] = 0. 

dat is na ontwikkeling en deeling door a?j/(y -a?)(P*m^-P*m^:i)i 

+ (l-x»)(l-y*) = . .(6) 
Hiermede het gevraagde verband tusschen de aan beide opvolgende 
cotangenten-producten evenredige symmetrische functiën P. en P»qi| 
verkregen zijnde, moge in de eerste plaats een opmerkelijke samen- 
bang tusschen (6) en (3) worden aangetoond. Stelt men zich name* 
lijk voor, met overspringing telkens van éene dier functiën P, PmjLt 
rechtstreeks uit te drukken in P», dan kan men daartoe als volgt 
geraken. De twee hoofdeigenschappen der vierkantsvergel^* kingen , 
toegepast op (6), die voor gegeven P. tot wortels heeft P„«i en 



P'.P»-+.-(i+^Ki+y)(P'.+P*.:F,)+%+y)v/^-^^^^^-''-'*-=F.+ 



■P.+ i > leeren dat 



•P— +-P,^. 



,(. + ,)^(i±£E±lL).p. 






- (l+aj)(l+y)P».-(l^aj^)(l-y*)- P^ - (1 + rD)(l + y) 
is, dus ook, door met het oog op de eliminatie van P. van teller 
en noemer van het tweede lid achtervolgens (1 + a:) (1 + y)-maal en 
(l— a;)(l— y)-maal die van het derde lid af te trekken, 
_ P„-»P„4»+a4-a?)(l + y) _ P.,,P.^^+(i-T)(l>y) 
~ 2(ar+y){l+a?)(l + f/) 2(rc + y)P^ ' ^''^" 

dat nu die eliminatie, te bewerkstelligen door het product van deze 
bijgekomen vierde en vijfde leden gelijk te schrijven aan het vier- 
kant van het eerste, geeft {P—, P.+i+(l+a?)(l + j/)) {P«., P«+, + 
+ (l-a;)(l -j^)} =a:y(P»_, +P«+,)*, of, indien men ontwikkelt 
en tegelijkertijd hetzij den willekeurigen aanwijzer »t + 1 , hetzij »» — 1 , 
vervangt door m, 

P^P».a:i-^y(P^- + P^Ti) + 2P,P.:j:,+(l-rDO(l-y*)=0..(7) 

En nu trekt het de aandacht, dat dit verband nagenoeg denzelfden 
vorm heeft als (3), in dier voege dat, als men het zich, in plaats 
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ran op de aanwijzers w en wqp2, toegepast denkt op 2w en 2»»:p2, 
en als dan yoor eenige m, P^„ =zp„ \j xy blijkt te zijn, dit voor 
alle m geldt: en dat dit nu werkelijk het geval is, ziet men door- 
dien voor w* =1 volgens (4) : ^^ = Tr; «j Cotx^ =1 en volgens de 

algemeene waarde van P»., P» ,= V(l-a?*)(l-y*)ö?^^.ö?^~ —xy 

wordt, dus P, =p, v'xy. 

In het voorbijgaan moge hier drieërlei worden opgemerkt: vooreerst 

datP.„=:o. V^y» geschreven als 7;: -7-rr = 7^ • v-~;ï"' 

het eenvoudige goniometrische verband Cot -^, Cot ~ = Cotx„,Cotp^ 
beteekent ; ten andere dat men /?. in P^ kan uitdrukken , door name- 
lijk (4") te vermenigvuldigen met Cot-^,Cot-^ =^ 



2* 2 v/(l-a;«)(l-j/*) 

waardoor komt Cot^ — =. ~ ~ — -^ — ^-^- ^^ en dus 

2 (l^ar*)(yP*. + a;(l-y«)) 

1/(1 -a;-^ 2 

i'»„-(l-a!»)(l-y') _ ^^ ^^^^^ ^^ ^.^ 



2P„V/(a!P'.+y(l-a!»))(yP^. + a;(l-y«)) 
deze formule zelre en uit hare toepassing op 2m ia plaats van m 
dus nog deze beide Terdubbelingsformulen voor de functiën P en p 

{^^„-(l-x'Kl-y»)} Vïy 



volgen, namelijk: P^m^ 



2P„»/(a;P'„+y(l-a;'-))(y?'m+a;(l-y')) 



a!»yVm-(l -«')(! -y') 



en 2?«m ^i^ 

2a:y;?;„l/(aJ»;?*m+l-a?«)(y^;^^^ + l-y») 

Als in de vergelijking (3), voor rationeele p^^ een der beide wor- 
tels Pm:^\ rationeel is, dan is dit ook het geval met den anderen 
wortel. Nu is vooreerst p^ =. Tcj u^i.Cot »^ =1 rationeel; ten an- 
dere geeft hetzij (3') zelve voor »t =. 1, dat is O .;?^ ^ j +2x^j!?o,i — * ^^ ^» 
(die dus bovendien pq :=z 00 doet kennen), hetzij de even gevonden 

verdubbelingsformule, ook «?j = -z — rationeel; derhalve is wederom 

/?3 rationeel, dan weder op denzelfden grond p^, en zoo voortgaande 

alle hoogere functiën jPot- Dus alle even functiën P„„_j =j!?to-i y/ xy 
en Pim^=^Pm^ xy hebben tot eenigen irrationeelen factor ^ xy. 
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Dit zoo zijnde, volgt rerder uit de gelijkheid der boren uit (6) af- 
geleide eerste en vierde leden, namelijk, als men daarin den wille- 
keurigen aanw^'zer m vervangt door 2/» — 1, uit de gelijkheid 

1 p viM^n^ + y) 

gende of oneven functiën Pjm-t ^^^ eenigen irratioueelen factor heb- 
ben 1/ (1 + a;)(l +y), en dat men dus, overeenkomstig met 
Pjm=iömVa?y stellende Pj^-, =PmV{l+x)(l + i/), de bereke- 
ning van alle P tot die van de twee eenvoudiger, rationeele en sym- 
metrische stelsels p en p* kan terugbrengen. 

Wil men daarbij het met (3) of (3') overeenkomstige verband tus- 
schen twee opvolgende functiën p' kennen , men heeft slechts in (7) , 
na den aanwijzer m door 2»i-l vervangen te hebben, de beide 
P in p* uit te drukken om dadelijk te verkrijgen: 

+(i~^)a-y) = o . ..(8) 

Wil men daarentegen weten, hoe de functiën p en p' onderling 
samenhangen, daartoe stelt (6) in staat door namelijk, na vervanging 
van m hetzij door 2 w of door 2 w — 1 , P^„ en P, « - 1 ^^ P ©n 
Pimifi iïi p' ^it te drukken, als wanneer men de beide betrek- 
kingen : 

a!yp\p\,mi.t''xyp\-{l+x){l +y>Vm4-i + 

+ H^ + y)PfnPm.m^^+{l-x)(l^y)=0 . . (9) 

en xyp^mP\.iM-(l + x)(i'{'y)p\-'Xyp^„,.^^n,-i' 

+ 2(ar + y)^V.^,,,,„ + (l-a;)(l-y) = . . (10) 
verkrijgt. 

De gevonden betrekkingen geven nu, om of de functiën p op 
zich zelve, óf jt?' op zich zelve, óï p door middePvan p', ói p door 
middel van jo, achtervolgens uit elkander te berekenen , de volgende 
formulen : 
uit (3) is: 

i?m- i+i?m4^i __ Pm-iPm+t -1 

^xypm xUj'p'n.^il^x^Xl-y^)— x'y^p'm-l)~ 

__, Pm^iPm+i+l __ X^J/^Pm^lPm^-i + (1 ^ a?*)(l - 2/') . 
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uit (8) is: 

P m- 1 + y m+ 1 P'm^i P'm+ i -1 

2/m *yy*m -(1 - X) (ï- y) ^ (T+^r+yFv^ ^ 

uit (9) is: 

P'm + ;>OT4 I _ P'm/m+ 1 _ -1 _ 

waarin de gelijkheid ?an het eerste aan het vierde en aan het vijfde 
lid nog geeft p^ = f^'^-^P'^^^ ^ (Ha?)(l+y)pW.+(l-a^)(l-3^ )^ 

(zijnde hierin (8) wederom vervat), dus onder anderen ook het op- 
merkelijke verband 1^- zz: lH^" ^"P'^+i . 
I+P. 1+/. •!+/«+,' 
uit (10) eindelijk is: 

H^+y)p\ (i + ^)(i+y)/^'^-(i«^)(i-y)~*t/(/^-i)"" 

^xy[x-\-y) — ^xy[x\y)p\ 

waaruit evenzoo nog komt p* ~ ^yiPm^x ^rPm) _ 

" ^y/'»-, ;»« + (! + ^)(i+y) 

;^ ; ^^ (zijnde hierin (8) wederom vervat). 

Ofschoon hiermede voor de feitelijke berekening van de beide stel- 
sels p en p' reeds formulen te over gewonnen zijn , meenen wij toch , 
vooruitloopende op hetgeen uit later te bewijzen formulen, namelijk 
(3'i), (3*3), (8 "3) en (9''3), zal worden afgeleid, te mogen op- 
merken, dat die berekening in den regel het gemakkelijkst zal ge- 
schieden door een viertal andere formulen, namelijk: 

_ a?'3rV^"(l-a?^)(l-y^) 

^'" ^'y'P.(p'.-'^){p.^^-P.-,y 
_ x'y^p\pK^i-{l-^')il-y') 
''^''~ ^^y^Pl.-P^...) ' 



Ill 

. _ a>y/>*.y",^,-(l-«)(i-y) 
^ »•*• - (cyp».- (l+«)(l + y);»".+/ 
waarvan de eerste trouwens ook verkregen wordt door de reeds bo- 
ren afgeleide ▼erdubbelingsformule voor p te vervormen door middel 
van de waarden, die men uit (3) voor j!?,.j -f/?.+ , , voor j[?._,/?^+i 
en dus ook voor Pm^-x^Pm^x in functie van p^ afschrgft. 

Voor zoover de functiën p betreft, waarvan boven reeds de beide 

eersten /?, = 1 en jo. = r — te pas kwamen, die desverkiezende 



0(« 01 ^4 04 

door de vroeger gevonden waarden van Cot -— , Cot -^ , Ck>^ — , Cot — 

2 2 2 2 

voortvloeien, verkrijgt men met weinig moeite, door beurtelings de 
zoo even neergeschreven formulen voor j»j. en |t?2»+i ^® ^ passen 
en daarbij voor de herleiding van jt?« en van de hoogeren onder an- 
deren bedacht te zijn op de identiteiten (*^-4(l~-aj-)(l— y*))— 2« =: 
= -(-«* + 4x-y») + 2«= -(«~2a;»)(«-2y*) = (a;*-y»)»-l, 
het navolgende overzicht; 



/'o 


=■ 


«, 




Pi 


= 


1, 




Vi 


z=z 


ê 

2x 


y 



_#*-16ar«y»(l-a;»)(l-y«) 



_ ^»{.^~4(l-a;»)(l-y»)}' -^4( l-a?«)(l^y^)(^,»+4a;«yO> 
» ««(-«» + 4a?>y^)*-4a?»|^»{*«-4{l-«')(l-j^«))« ' 



f'e^ 



-(l-a;»)(l-y«)(-^«+4a;V^)* 



.((«-2a;»)*(»-2y*)«-4**(a?*-y»)M 
{«»-4(l-a;*)(l-y»)}*{,*-16a?»y»(l-«*)(l-y«)}«- 

+ 16a;«y' «' (« - 2a?»)» (s--2y»)» {«*- 4(l~ir») (1-y^)) » 
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^' _ ~266a?»yMl-g;M(l-y»)^^(g-2 a?»)*(^-2yt)» 
^"^ ~ 8xi/«(«-2a?»)(««2y*){«*-16a?*y«(l-a;2)(l-t/»)}. 

( ,{(«-2a;»)*(»--2i/*)*-16«*((r»-i/»)^} 

enz., waarin de noemers van pg , van pj , van p^ zich ieder in vier — tel- 
kens van elkander alleen in het teeken van x , of van y, of van x en y 
beiden, verschillende — factoren laten splitsen, van welke de beide 
eersten bovendien de zoo dadelijk op te geven noemer en teller van 
p\ , van p'j, van p\ blijken te zijn (op welke bijzonderheid wij 
later terugkomen). De noemer van p^ toch is het product van 

«+2ar5f=:(a:+y+l)(.'r+y— 1) met -'« + 2a?y =(aj— y + l)(— a;+y+l), 
de noemer van pg het product van 

«(-_/ï + 4aj*y2)+2:ry{«*— 4(1— a;*)(l — y*)} = 

=={— «{^ + y-i)+2^y(^ + y+i)}{s(^ + y+i)— 2a?y(a;+y-i)} 

met «(— «» + 4a;*y»)— 2ary{«>~4(l— i?^)(l— y-)} = 
= {«(— ^ + y + l) — 2i?i^(:r'-y+l)}{«(:r— y + 1)— 2a;y(— ^+y41)}, 

en de noemer van p^ het product van 

(_,«+4^^y*){«* — 16^*y^(l-^'^)(l-y»)} + 

+ 4^y«(«-.2:i-i)(«— 2y*){«» — 4(1— a;»)(l— y*)} = 
s={-«»(ic+y+l)H4a;y(l + a?)(l + y)(^+y~l)*}{«n^ + y-l)'- 

^4a?y(l-:r)(l-y){^ + .y + l)^} 
met -(-»» + 4a;''y*){»*-16a;>|/Ml-a;»)(l-i/»)} + 

+ 4a;y«(«-2aj»)(«-2y*){«*'-4(l-a;»)(l-'y»)} = 

— {**(a;~y+ir+4icKHaj)(l-y)(-a?+y+l)M{«'(~^+^+l)H 

+ 4a;y(l-a;)(l+^)(iD-yfl)M. 

Zoo ook komt in de noemers van p^ en pg ^^ laatste factor telkens 
als het verschil van twee vierkanten voor, en is dus zelf weder in 
twee factoren splitsbaar, die, evenals het geval is met de twee laatste 
factoren der noemers van p^ en j»^, blijkbaar van elkander slechts 
door verwisseling van a? en y verschillen. 

Ten aanzien van de functien p' heeft men vooreerst uit 

^"-V(H.tt)(l + y)-V i (l + a;)(l+y) ^' 2 ^* 2 ] 

*i ö , x* (3, 

door de vroeger gevonden waarden van Oot-^, ^^^o> ^^^V» ^^^"o" 

« <w « <o 

de beide eersten p' := 1 en »'* = — . , , , waarvan trouwens de 

a5 + y+ 1 
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tweede ook komt uit (8) voor m= 1, namelqk (1 -f s + {>)p'*o.i "^ 
+¥«.» + (l-a'-y)~Oof(^,.,+l)((l+«+y)p'..,+(l-«-y)} = 0, 
die dus bovendien p', r=--l doet kennen. En nn de fiinctiën p 
bekend geworden zqn, verkriggt men onmiddellqk door beurtelings 
de boren ?oor p',, en p'j«+i medegedeelde formnlen toe te passen, 
(maar roor p', b^ roorbeeld eenroud^er door het uit (9) afgeleide 

rerband p. = /"t^'^t', . gerende f/, t= i'~^\ ï «»et narol- 

P«P.+i+l PiP»— 1/ 

gende orerzicht: 

y.srl, 

x+y-1 



Fi — 



as + y + l' 



«' «(a! + y-t-l)-2a!y(iB+y-l) 
^* -.(x + y-l)+2»y(a; + y+l)' 

, _ »*(a; + y-l)»-4a!y(l-x)(l-y)(a!+y+l)« 
P' — _,.(a, + j, + l)» + 4xy(l + x)(l+y)(a!+y-l)»' 



/.= 



*' {«(« +y •¥ l)-8a;y(a!+ y-1)) » - 
-4<ry{l-a:)(l-y){-«(« + y-l) + 8«y{a! + y + l)}'l 



-4«y(l+a!){l+y)i*(« + y + l)-2«y(«+y-l)}» 

|»y{.»-4(l-a!»)(l-y»)}»{K«+y+l)-3jy{®+y-l)}»-j 
-(l-a^Xl-yX-'H^^V*)' {-»(«+y-l)+aj-y(a!.t-y+l)}» 

a;y{,»-4(l-*')(l-y»)}»{.«(* + y-l)*-' 
-4*y{l-*)(l -y)(* + y +!)«}»- 

-(l-3!){l-y){-»>+4a'*y»)'{-**(a'+y+l)'+| 
+ 4a;y(l+a!)(l+y)(a! + y-l)*P 

*y{.»-4(l-*»)(l-y')}»{-«»(«; + y + l)' + 
+ 4*y(l + *)(l + y)(* + y-l)»}«- 

-(1 +*)(i+y)(-»' +4** !/')'{*'('+ y-i)*- 

_4*y(l-*)(l-y)(* + y + l)'p 
K. A. T. W. DU XIV. » 



/r 



Pz — 
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-4^y(l-a;)(l-y)(a7 + y + ir}»- 

^-16*y{l-*)(l-y)*M«-2*«)V-V)M-*^^+y + ^)*+ 
+ 4a?y(l+ir)(l+y)(a7+y>-l)^}^ 

-{«♦-16a;*y»(l-^*)(l-y')}M-**(^ + y + ^)* + ( 
+ 4^y(l + i;)(l+y)(a; + y-l)*}* + 

enz. , waarin het de aandacht trekt dat , als men leest p' o =^ ^jr 
en p', =-, in p', , /,, /g, /y de teller en de noemer uit elkan- 
der kunnen worden afgeschreyen door a? en y negatief te nemen, en 
in p\i p\i p\i p'si p's door hetzelfde te doen en daarna nog het 
teeken ran de uitkomst om te keeren. 

De vraag blijft nu oyer, welk gebruik men van de berekende 
functiën p en p' te maken heeft om de betrekkingen van afhanke- 
1^'kheid tusschen a? en t/ voor de opvolgende veelhoeken te vinden. 
Deze vraag is gemakkelijk te beantwoorden. Indachtig dat bij voor- 
beeld voor den boven eerstbeschouwden symmetrischen «-hoek «,=9r 
is, leert men uit (4) onmiddellijk, dat daarvoor p« = IJ^a^Cb^a, = oo 
moet wezen; en werkelijk ziet men dan ook de eerste leden der in 
den aanhef voor drie- tot en met acht-hoek opgemaakte en op nul 
herleide betrekkingen — indien men daarbij voor den vijfhoek let 
op de identiteiten (a? + y)(a7-y)* +(a?+y)* -(a? + y)-l = 

=(^+y-i)U+y+i)*-*^y(^+y)=«U+y+i)-3*y(^+y-i) — 

opvolgend voorkomen onder de factoren der óf reeds gesplitste, of zooals 
gezegd alsnog te splitsen, noemers van j9, tot en met ps* ^^ tweeërlei 
opzicht staat echter deze wijze van afleiding der bedoelde betrekkin- 
gen achter bij de volgende: vooreerst moet men voor den »-hoek 
de berekening der opvolgende functiën p uitstrekken tot en met p„i 
ten andere — en dit is nog grooter bezwaar — blijft het langs 
dezen weg onzeker, welke der verschillende factoren van den noemer 
van p« in wezenl^kheid gelijk nul gesteld behoort te worden. Beter 
is het dan ook, verband houdende juist met de twee opgemaakte 
stelsels, dat voor p' en dat voor p, het onderzoek ten deze te split«> 
sen in dat voor oneven en dat voor even veelhoeken: voor den 
(2»— l)»hoek namel^k heeft men «j,_, = a- en dus p'. = 
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-»/(i+^Xi+y)~v i (i + ^)(i+y) a>t-j-'0»t-^]-o. 

p 

voor den 2 «-hoek is evenzoo a*^ =?r en dus «. = — ^ = 

= ^ { V£z^J^)a^f|..eo^^^ = 0. En men ziet dan 

ook niet alleen, door beurtelings de tellers van p'j, pj, p',, p, , 
P'*» P4 gelijk nul te stellen, achtervolgens de betrekkingen voor 
drie- tot en met acht-hoek onmiddellijk en ondubbelzinnig terugko- 
men, maar heeft op dezelfde eenvoudige wijze die voor negen- tot 
en met zestien-hoek uit p\, p,, p\ , p^, p%, p^, p\, pg; ja, 
wat meer is, lettende op het boven medegedeelde viertal algemeene 
formulen, waardoor Pj., Pj,+ ,, p\„ en p'i«+, worden uitgedrukt 
ill V«-\y P«> P«+i> Vm en p«+i, — of liever, lettende alleen op de 
tellers van deze vier formulen , — schrijft men bovendien uit de beide 
stelsels P4 tot en met pg en p\ tot en met p\ onmiddellijk de 
betrekkingen voor zeventien- tot en met twee-en-dertig-hoek af; ter- 
wijl het na het uiteengezette zelfs niet de minste moeite zou kosten 
hiermede nog verder voor de hoogere veelhoeken voort te gaan. 

Ten slotte de opmerking, waaromtrent wij echter vooralsnog in 
geen nader onderzoek zullen treden, dat bepaaldelijk voor de oneven 
veelhoeken de verlangde betrekking langs dezen weg niet altijd da- 
delijk in den eenvoudigst mogelij ken vorm, zonder bijkomende vreemde 
of oneigenlijke factoren namelijk , gevonden wordt. Dit zou bij voor- 
beeld voor den vijf hoek reeds gebleken zijn, indien men daarvoor 
de waarde van p' , niet zooals boven berekend had , maar hetzij door 
middel van de boven uit (9) onder anderen afgeleide formule 

f^ "" "+* j^ ^ . hetzij door eene 

meer algemeene, af te leiden uit de later te bewijzen formule (9*,), 
te weten p',.,. =^± . ^yP^^rP'^-J^' -ï^^f ^ ^elke beiden 

in dit geval samenvallen in p , =---^ . — =— ^ — ^\ — ' = 

= — — !_r_L_ . tl il ^. Door namelijk nu p , = 

te stellen , zou men de betrekking voor den vijfhoek wel onder den 
beknopten en met de vormen voor de hoogere oneven veelhoeken 
nauw samenhangenden vorm s* — 4 a?y (1 — x){l — y) = O verkrygen , 
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maar over het hoofd zien, dat deze door den oneigenlijken factor 
dr-|-y 1 deelbaar is, die bij den driehoek behoort. Zoo ook, voor 
zoover de boven voor het stelsel p' neergeschreven waarden zelve 
betreft, blijkt het, dat voor den negenhoek de teller van p\ dezen 
zelfden aan den driehoek toekomenden factor x •\-y~-\ bevat ; en dat 
voor den vijftienhoek de teller van p\ zelfs door den oneigenlijken 
factor »* — 4xy(l— a;)(l — y), dat is volgens het even gezegde door 
het product der tellers van p\ en ;/, of door het product der be- 
trekkingen voor driehoek en vigfhoek, deelbaar is. Voor sommige 
even veelhoeken geldt eene dergelijke opmerking: bij voorbeeld voor 
den twaalf hoek ziet men dadelijk, dat de teller van p^, zich voor 
(1 — ar*)(l-y*) = j;*y*, dat is voor «=: O, tot nul herleidende, 
den aan den vierhoek toekomenden factor » bevat. 

Wij stellen ons voor, nader op dit een en ander terug te komen. 

{Wordt veriolgd,) 



eiBLIOGRAPHIE. 



Cours de Mathématiquea Spéciale»^ par M. G. de Lonochamps» 
Professeur de Mathématiques Spéciales au Lycée Charlemagne ^ Parü; 
4 volumes (librairie de Ch. Delagrave, 1886). 



P. H. SCHOUTE. 



;;Zij , die slechts eenmaal het geluk hadden de wiskunde uit Fran- 
iBche werken te bestudèeren", zegt de Heer W. J. C. Miller in de 
Educational Times ^ ,;zullen alleen io de hoogste noodzakelijkheid tot 
hun Ettgelsche leerboeken terugkeeren. Want het schijnt een geboorte- 
recht van eiken Franschman te zijn, scherp en duidelijk te schrijren 
en in een schoolboek die helderheid te ontvouwen, welke ons, 
Engelschen van heden, volgens het oordeel van onzen wetenschappe- 
lijken hoogepriester M in zoo treurig sterken mate ontbreekt; hier- 
door zijn zij de waardige en in vele gevallen zelfs de onmisbare 
vertolkers van de ontdekkingen door den praktischen Ëngelschman 
en dra zwaarwichtig diepzinnigen Duitscher gemaakt. Van deze 
eigenaardige en onschatbare eigenschap der Eranschen leveren de vier 
fraaie voor ons geplaatste deelen een treffend bewijs.'' 

Wanneer er van bevoegde zijde omtrent een stel nieuwe leerboe- 
ken zulk een gunstig getuigenis wordt afgelegd, dan kan het z^n 
nut hebben deze in ons wiskundig orgaan aan te kondigen. Ik doe 
dit gaarne om twee redenen. Vooreerst is aankondigen in dit geval 
gelijk aan aanbevelen. En ten tweede is de talentvolle schrijver als 
het jongste buitenlandsch lid onzer wiskundige vereeniging den lezers 
van het Nieuw Archief geen onbekende meer. 



*) Hiermee wordt A. Catley bedoeld. 
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Uit den titel „Cours de mathématiques spéciales" is reeds duide- 
lijk, wat in de leerboeken behandeling vindt. Het onderricht in de 
„mathématiques spéciales" wordt aan de „lycées" gegeven en maakt 
deel uit van „l'enseignement secondaire", wat in veel opzichten met 
ons „middelbaar onderwijs" overeenkomt. Bij de instelling der „lycées" 
onder Napoleon I was „l'enseignement supérieur" tot de Sorbonne 
te Parijs beperkt. Thans geeft „renseignement secondaire" den toe- 
gang tot „renseignement supérieur", zoo als dit laatste voorname- 
lijk gegeven wordt aan twee groote instellingen „l'école polytechnique'* 
en „récole normale", beide te Parijs. Derhalve is onder „mathéma- 
tiques spéciales" een aan de lycées gegeven propaedeusis tot de hoo- 
gere wiskunde te verstaan. En uit het programma van toelating tot. 
de „école polytechnique" kan blijken, dat deze voorbereiding reeds 
vrij aanzienlijk ingrijpt in ons „hooger onderwijs"; wat dan weer 
hiermee samenhangt, dat de studie verder nog slechts twee jaar be- 
hoeft te duren. In ruwe trekken sluit die voorbereiding ten deele 
de ten onzent bij het candidaatsexamen vereischte kundigheden in. 
Zoo vereischt het voor mij liggende programma van toelating tot de 
„école polytechnique" voor 1887 — met de door den minister Bou- 
LANGER geteekende instructie van 25 December 1886 — onder de 
stelkunde, behalve reeksen en vergelijkingen, met de stellingen van 
Bolle, Descartes, Stürm ook de grondbegrippen van differentiaal- 
en integraalrekening; onder analytische meetkunde in het platte vlak 
de theorie der krommen van den tweeden graad met brandpunten en 
richtlijnen, polen en poollijnen, stellingen van Pascal en Brianchon j 
en in de ruimte de oppervlakken van den tweeden graad; onder be- 
schrijvende meetkunde de doorsnijding van oppervlakken, enz. 

In het bedoelde programma is zooveel mogelijk elk onderdeel der 
vereischte kennis aangegeven, wat zeker het voordeel heeft, dat het 
de inrichting van een leerboek in overeenstemming met het programma 
vergemakkelijkt. Maar daaraan is natuurlijk het gevaar verbonden, 
dat de degelijkheid opgeofferd wordt aan de dressuur der Candida- 
ten. En hoewel nu de bedoelde leerboeken geheel naar de eischen 
van het programma zijn ingericht, is het den schrijver volkomen 
gelukt de daar juist genoemde fout te vermijden. Ondanks deze 
aansluiting aan het vastgestelde programma vindt men overal sier- 
lijke bewerkingen, nieuwe denkbeelden en frissche opvattingen. Tea 
bewijze hiervan wil ik, na van elk der deelen de titels der hoofd- 
stukken gegeven te hebben, met een enkel woord een paar punten 
aanstippen. 
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Deel I. Stelkunde, 670 biz. (prijs 10 frcs). 

1. Identiteiten. 2. Permutatie en combinatie. 3. Binomium. 4. Toe- 
passingen. 5. Vierkantswortel. 6 en 7. Determinanten. 8. Lineaire 
vergelijkingen. 9. Homogene vergelijkingen. 10. Onmeetbare getal- 
len. 11. Onbestaanbare uitdrukkingen. 12. Vergelijkingen van den 
tweeden graad. 13. Vergelijkingen van den tweedemachtsvorm. 
14. Herleiding van wortel vormen. 15. Ongelijkheden. 16. Gedurige 
breuken. 17. Oneindig doorloopende gedurige breuken. 18. Doorloo- 
pende functies. 19. Het getal e, 20. De logarithmen. 21. De afge- 
leide functie. 22. Algemeene stellingen omtrent de afgeleide functies. 
23. De reeks van Taylor. 24. Veranderingen der functies. 25. On- 
bepaalde uitdrukkingen. 26. Tweedemachtsvormen. 27. Stelling van 
d'Alembert. 28. Algemeene stellingen. Symmetrische functies. 29. De 
eliminatie. 30. De gelijke wortels. 31. Herleiding der vergelijkingen. 
32. Verlaging der vergelijkingen. 33. Grenzen der wortels. 34. Wor- 
tels en meetbare factoren. 35. Theorema van Rolle. 36. Theorema 
van Descartes. 37. Theorema van Stürm. 38. Benaderingsmetho- 
den. Methode van Newton. 39. Ontbinding van rationeele breuken. 
40. Stelkundige oplossing van derde- en vierdemachts vergelijkingen. 

Noot A. Deeling. Noot B. Deelbaarheid. Noot C. Vermenigvuldi- 
ging van determinanten , theorema's van Binet en Cauchy. Noot D. 
Wet van traagheid der teekens bij de herleiding van een tweede- 
machtsvorm tot een som van vierkanten, theorema van Sylvester. 
Noot E, Nieuwe uiteenzetting van de grondbeginselen van de leer 
der onbestaanbare uitdrukkingen. 

Deel II. Analytische meetkunde in het platte vlak, 636 blz. (prijs 
10 frcs). 

Boek I. Rechte lijn en cirkel. 

1. Coördinaten. 2 en 3. Eenige beroemde kromme lijnen. 4. Con- 
structie van homogene vormen. 5. Coördinatentransformatie. 6. Ana- 
lytische theorie der rechte lijn. 7. Verschillende formules. 8. Uit- 
drukkingen voor afstanden. 9. De cirkel. 

Boek II. Algemeene theorie der kromme lijnen. 

10. De raaklijnen. 11. De omhullenden. 12. De poolkrommen. 
13. De asymptoten. 14. Willekeurige asymptoten. 15. Algemeene 
stellingen omtrent asymptoten. 16. Bijzondere punten. 17. Middel- 
punt, middellijn, as. 18. Homothese en gel^kvormigheid. 

Boek III. De kegelsneden naar de algemeene vergelijking. 

19. Klaasificatie der kegelsneden. 20. Herleiding der vergelijking. 
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21. De in varianten. 22. Algemeene vergelyking; verachillende vor- 
men. 23 en 24. Brandpunten en richtlijnen. 25 en 26. Algemeene 
stellingen omtrent kegelsneden. 27 en 28. De snijpunten van twee 
kegelsneden. 

Boek IV. De kegelsneden naar de herleide vergelijkingen. 

29. Eaaklijnen en poollijnen der ellips. 80. Normalen en ontwon- 
dene der ellips. 31. Middellijnen en toegevoegde koorden der ellips. 
32. Brandpunten en richtlijnen der ellips. 33. Homografische trans- 
formatie der ellips. 34. De hyperbool. 35. De parabool. 

Boek V. Constructie van krommen. Poolcoördinaten. 

36. Constructie der kegelsneden. 37 en 38. Ejrommen in cartesi- 
sche coördinaten. 39. De unicursale krommen. 40 en 41. Poolcoör- 
dinaten. 42. Constructie van krommen in poolcoördinaten. 48. Vlakke 
doorsneden van kegel en cilinder. 

Noot. Grafische constructie van de wortels eener vergelijking. 

Deel III. Analytische meetkunde in de ruimte^ 410 blz. (prijs 7,50 frcs). 

Boek I. Vlak, lijn en bol. 

1. Coördinaten, eerste formules. 2. Coördinatentransformatie. 3 en 
4. Eechte lijn en vlak. 5. Lijn loodrecht op een vlak. 6. Bol. 
7. Raakvlak en pool vlak. 8. Omhullenden. 9. Voortbrenging van 
oppervlakken. 

Boek II. De oppervlakken van den tweeden graad naar de alge- 
meene vergelijking. 

10. Het middelpunt. Eerste klassificatie. tl. Verdeeling in soor- 
ten. Herleiding op scheefhoekige assen. 12. Beschrijvende lijnen. 
Asymptol enkegel. 13. Diametraal vlakken. 14. Middellijnen. Toege- 
voegde vlakken, lijnen en punten. 16. De derdemachtsvergelijking 
in S. 16. Hoofdvlakken en cirkeldoorsneden. 17. Invarianten. Her- 
leiding op rechthoekige assen. 18 en 19. Doorsnee van twee opper- 
vlakken van den tweeden graad. Homothese en gelijkvormigheid. 
20. Verschillende toepassingen. Stellingen van Apolloniüs. 

Boek III. De oppervlakken van ilen tweeden graad naar de her- 
leide vergelijkingen. 

21. Raakvlakken der eUipsoïde. 22. Middellijnen der ellipsoïde. 
23. Normalen der ellipsoïde. 24. De fokaalkrommen. 26. De hyper- 
boloïdes. 26. Beschryvende lijnen. 27. De paraboloïdes. 28. Voort- 
brenging der oppervlakken van den tweeden graad. 29. Onderzoek 
der vergelijkingen. 

Vragen bij het schriftelijk examen gesteld. 
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Deel IV, Supplement (in oyereenstemming met het programma Tan 
22 Mei 1886), 173 blz. (prijs 3 frcs). 

1. Eindige reeksen. 2. Algemeene stellingen omtrent reeksen. 
3. Ontwikkelingen en toepassingen. 4. Algemeene beschouwingen 
oyer oneindig Vleinen. 5. Meetkundige toepassingen van de leer der 
oneindig kleinen, kromtecirkel. 6. Het trekken van raakl^'nen. 7. De 
reelroudige punten. 8. Begrip yan bepaalde integraal. 9. Kwadra- 
turen. 10. Eindige differenties en interpolatie. 

Bij het yermelden van bijzonder goed geslaagde hoofdstukken noem 
ik in deStelkunde al dadelijk het eerste, dat over identiteiten handelfc. 
In een kort bestek yindt men twee zeer belangrijke stellingen yeree- 
nigd. Zoo op blz. 2 de stelling, dat het product yan een willeken* 
rig aantal stelkundige vormen a^-^-pb* (met een zelfde p) weer een 
yorm van die gedaante is. Zoo op blz. 3 de identiteit van Le 
Lasseur, uit welke onmiddelligk blijkt, dat het getal 2^^-|-l geen 
priemgetal is; welke uitkomst F. Landry met behulp eener /;snelle 
en bijzondere rekenwijze" door een berekening, die jaren vorderde 
verkregen had. Als een bepaalde aanwinst stip ik de behandeling 
van het theorema van Eouche, bij de oplossing van m eerstemachts- 
yergelijkingen met n onbekenden , aan. Dan wijs ik nog op de zaak- 
rijke en degelijke behandeling van de reeksen van Taylor en Mac 
Laurin. En daar niet alles genoemd kan worden, bepaal ik mij 
verder tot de vermelding van de behandeling der kwadratische vor- 
men met de in een noot opgenomen stelling van Sylvester. 

In de Analytische meetkunde van het platte vlak treft ons het 
eerst het tweede hoofdstuk,' dat een kort overzicht geeft van de 
;;beroemde kromme lijnen". De rechte en scheeve cissoide, de rechte 
en scheeve strophoïde, de conchoïdes van rechte lijn (Nicomedes) 
en cirkel (Pascal), de ovalen van Cassini, de lemniscaat van 
Berkoulli, de voetpuntslijnen en enkele andere meetkundige plaat- 
sen vinden daar bespreking wat haar wijze van ontstaan, de aflei- 
ding harer vergelijkingen en de constructie harer raaklijnen betreft, 
Onnoodig hierbij te voegen, dat de constructie der raakl^'nen met 
behulp van de door den schrijver gevondene stelling der reciproke 
transversalen, en niet op de door den Heer Godefroy aangegeven 
wijze, geschiedt. Dan is in het zevende hoofdstuk , dat over de rechte 
lijn handelt, het nuttige begrip ingevoerd van positieve en negatieve 
streken door een kromme in haar vlak bepaald, en is dit begrip daar 
door een toepassing op een kromme met een dubbelpant, het folium 
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van Desgabtes, verder uiteengezet. In het negende hoofdstuk over 
den cirkel is behoorlijk melding gemaakt van machtlijn, machtpunt, 
orthogonalen en orthotomischen cirkel. Verder wijs ik op de uitste- 
kend ontwikkelde algemeene begrippen omtrent de transformatie van 
krommen en haar wederkeerigheid , op de nauwkeurige onderscheiding 
van de verschillende bij asymptoten mogelijke gevallen van raking, 
op de invoering van de „courbe de la variété" en de „courbe du 
genre" bij het onderzoek van vergelijkingen van kegelsneden, die 
twee veranderlijke parameters bevatten; op de invoering van de „nor- 
maalpool" en de behandeling der stellingen van Joaghimsthal en 
Laguerbe; op de geheel nieuwe en sierlijke oplossing van het vraag- 
stuk, de richting en grootte der assen van een ellips te vinden, wan- 
neer twee toegevoegde middellij nen in richting en grootte gegeven 
zijn; en eindelijk op verschillende fraaie constructies van kegelsne- 
den en krommen van hoog eren graad. 

Van de Analytische meetkunde in de ruimte, die zich tot het ge- 
bruik van cartesische coördinaten bepaalt, kan beweerd worden, dat 
zij in een beperkte ruimte alles geeft, wat men billijkerwijze verlan- 
gen kan. Ik stip slechts aan de invoering van de benaming „para- 
mètres directeurs" van een rechte lijn; de PLüCKEB'sche vergelijking 
van het raakvlak; de behandeling der gerande determinant van Hesse« 
die de tangentieele vergelijking der oppervlakken van den tweeden 
graad voorstelt; de afleiding der voorwaarden (gelijkheid der getal- 
len van Jagobi), die uitdrukken, dat een oppervlak van den tweeden 
graad een omwentelingsoppervlak is. Verder kunnen de behandeling 
der vijf klassen van oppervlakken van den tweeden graad, de be- 
schouwing der vergelijking in S en de afleiding der focaalkrommen 
met lof worden genoemd. 

Het vierde deel, volgens den Heer Millek „the most valuable 
portion of the book — a perfect gem in its way", is een door uit- 
breiding van het examenprogramma noodig geworden toevoeging tot 
het geheel. Het bevat een eenvoudige en methodieke uiteenzetting 
van de leer der oneindig kleinen. Als zeer gelukkig geslaagd ver- 
meld ik de afleiding en constructie van het krommingsmiddelpunt 
bij de kegelsneden, de constructie van raaklijnen aan parallele, isop- 
tische, conchoïdale, diametrale en unicursale krommen, waaronder 
de trisectrix van Mac Laübin en de drietand van Newton voor- 
komen. Eindelijk noem ik nog de meer uitvoerige bespreking van 
de kenmerken der bijzondere punten van kromme lijnen. 

Aan het eind van ieder hoofdstuk vindt men een aantal dikwijls 
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nieuwe vraagstukken en belangrijke stellingen. Bovendien is aan het 
einde van deel III een verzameling van ruim 200 vraagstukken toe- 
gevoegd, die van 1837 af bij bet concours der polytecbnische school, 
en van 1812 af bij het algemeen concours zijn opgegeven. 

Alles saamgenomen meenen wij gerust te kunnen verklaren, dat 
het moeielijk zijn zal, een werk te vinden zoo in alle opzichten aan- 
bevelenswaard als dat van den Heer De Longghamps. Het behoeft 
niet gezegd te worden , dat men er niet alles vindt, wat bij anderen 
voorkomt: bij Young en bij Panton and Bübnside in hun Theory 
of Equations, bij Picquet, Salmon, Clebsch-Lindemann of Casst 
in de analytische meetkunde van het platte vlak, bq Salmon in de 
analytische meetkunde in de ruimte. Maar binnen de grenzen, die 
de Heer De Longchamps zich met het doel van zyn werk voor oogen 
heeft moeten stellen, is het mogelijke gedaan. 

Papier goed, druk uitstekend. 



/vj. 




Jlyt'-' 



OVER ZOODANIGE STELSELS VAN TWEE CIRKELS IN HET 

PLATTE VLAK OF OP DEN BOL, OF OOK VAN TWEE 

COAXIALE ELLIPSEN IN HET PLATTE VLAK, DAT 

DAARIN EN DAAROM EEN ZELFDE VEELHOER PAST, 



DOOB 



F. J. VAN DEN BERG. 

{Vervolg van blz, 116.) 



Het is er verre af dat door het voorgaande de op het onderwerp 
betrekkelijke f or muien zouden zijn uitgeput. Lettende op de over- 
eenstemming in vorm van de uitgangsformulen (1), (T), (2), (2') 
met de grondformule van de leer der bolvormige driehoeken, kan 
men, zonder dat het noodig is van het aan het tegenwoordige voor- 
afgaande opstel in zijn geheel kennis te nemen, thans voor het ver- 
der onderzoek volstaan met eene toepassing van hetgeen reeds dade- 
lijk in den aanhef daarvan gevonden is; namelijk dat de voorwaarde 

-: = --; vereischt wordt , maar ook toereikend is , opdat de 

eliminatie van d tusschen de beide vergelijkingen Ooad^.Cb^d -|- 
■\^Sin^^.SinLCosA^ = Cosa^ en Co8^,Cos^^ \8mLSin^^,CosJ^ =z 
= Coèa^ eene betrekking tusschen 6, en 6, van denzelfden vorm 
Cos h , . Co% ö j + 8\n 6 j . /Siwi 6 j . Co% A z=z Co9 a geve. Indien men toch 
de formule (1) van ons tegenwoordig opstel, — of wat, gelet op de 
willekeurige waarde van den aanvangshoek <P en den willekeurigen 
zin, waarin men van dien hoek naar den volgenden of den vooraf- 

gaanden hoek , uitgaat , hetzelfde is, de formule — ü -j. 

+ — ^^ — ^^'"^' =1 — verffelijkt met de eerste der beide even aan- 
^ (7os(3, ** ^ 

N.A.v.W. D1.XIV. 10 



1^6 

Co8a» 
haalde verffelii kingen, heeft men hier OosA, =. ^—r- en Cb*a. = Co8a.\ 

Co 8 Pi 

, T , SinA. SinA, 

waaruit, met het oog op de genoemde voorwaarde -~ =^-7;; » 

Slna^ JSinai 

Sin^Ai _ Co8''^^''Co8^x^ _ Cos' a , , Sin'^ fi , _ Cot^ a^ 

en dus op grond van (4), onverschillig wat de aanwijzer k moge 

Cot^ Xj. 
zijn, ook =1— V77*-T--. Hieruit blijkt alzoo, dat hetgeen boven 
Cot^ p* 

gevonden is omtrent de gelijkvormigheid van de uitkomst der elimi- 
natie van d tusschen beide meergenoemde vergelijkingen met deze 
vergelijkingen zelve, van toepassing is zoodra met elkander in 
verband gebracht worden hetzij (1) zelf met eene andere gelijkvor- 
mige betrekking, waarin de noemers in plaats van a7 = Cb9«] en 
yz=.Co8^^ ook meer in het algemeen kunnen zijn Cosoti, en Cos^i,^ 
hetzij zelfs twee dergelijke algemeene betrekkingen onderling , hebbende 
bij voorbeeld tot noemers Cosa^ en Co8^k^ Co8iik< en 008^^,, En 
derhalve is het reeds zeker dat, wanneer men, ten einde van de 
vorenstaande betrekking in (0., ^»q:i) tot meer algemeene op te 
klimmen» met het eenvoudigste geval begint en dus, hetzij de daarin 
vervatte betrekking in ((p., $«_,) in verband brengt met dezelfde 
betrekking, die ook voor (^««1, 0«-i) geldt, hetzij evenzoo de be- 
trekking in (0,, (p,+ ,) met die in (^„+,, 4)«+J, — in dier voege, 
dat men in het eersTe geval ^«_, , in het tweede geval ^„+1 tus- 
schen beiden elimineert , — in beide gevallen de uitkomst der eliminatie, 
behoudens wijziging der beide noemers, een soortgelijken vorm in 
(^»» ^--i) of iö (4)«, 0«+,) zal hebben als de oorspronkelijke 
betrekking zelve. Meer bepaaldelijk blijkt dan die dubbele uitkomst 

samengevat te kunnen worden onder den vorm ^-^ ZJïiLj. 

Co8et^ 

-I -^-~ — ^ *^* = 1 , daar toch de substitutie hierin van de bij- 

zondere waarde ^. = 0, waarby — lettende voor hier en voor zoo 
straks op de in den aanvang aan de hoeken ^, ^, 4^ en |3 gegeven 
beteekenis — de waarde ^.q:j = a^j = ^ «j behoort, leert dat 
de eerste noemer niet anders kan zijn dan Co8a^', terwijl evenzeer, 

opdat aan die betrekking door de bijzondere waarde 0, = - , dus 

2 

2(p. = 5r of 24/^=0, dus 2<^„:f, = 5rqi2j3,, en door de daarbij 
alzoo behoorende waarde ^«rpj = - T Pi voldaan worde, de tweede 
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noemer niet anders dan Cbap, kan wezen. De betrekking in (^., 
0»:fi) alzoo bevonden zijnde noemers van den vorm Cos et ^ en 
Oosfi]^ te hebben, komt men — door afzonderlijk de daarin vervatte 
betrekking in {0^, ^«^i) in verband te brengen met de oorspron- 
kelijke in (^«_i, $,-3), en evenzoo die in (0„, (p„+i) met de oor- 
spronkelijke in (^.+,, ^.^.5) — door eliminatie van (p^.^t ofwel van 
0-+1» tot het dubbele besluit: vooreerst dat, op grond van de voren- 
staande algemeene opmerking omtrent gelijkvormige uitkomsten, de 
betrekking in (0., 0*^:3) wederom denzelfden vorm moet hebben; 
ten andere meer in het bijzonder dat zij, ten einde weder voor de- 
zelfde bijzondere waarden 0. = O en ^. = - door te gaan , geen 

andere noemers kan hebben dan Cosx^ en Oosfi^, En dezelfde 
redeneering voortzettende, die leert, dat als voor eenige k de alge- 
meene betrekking 

Cos», "^ Cösfi, '~ ^ ^ 

geldt, zij dan ook voor k'\'l geldig is, is men alzoo, wat ook m 
en k mogen zijn, inderdaad gerechtigd deze betrekking (op de meet- 
kundige beteekenis waarvan wij later zullen terugkomen) neder te 
schrijven. Het zal na het gezegde wel geen nader betoog behoeven, 
dat men evenzoo de betrekkingen (T), (2) en (2') kan beschouwen 
als de meest eenvoudige gevallen van de meer algemeene, die men 
er dadelijk uit afschrift door in (l') te vervangen a^ni, door ««,^4, 
in (2) 4/ en 4., door 4^^ en J/.^*, in (2') p.^^ door p^^:^ , en 
overal x en y door Ooêctt en Oosfii. En zelfs, indien men aan- 
dachtig den berekeningsgang nagaat, die vroeger uit de aangehaalde 
grondbetrekkingen tot verschillende andere, zooals bij voorbeeld (3), 
(ö)> (8)> gevoerd heeft, blijkt dat, zonder volledige herhaling van 
die berekeningen noodig te hebben, eene overeenkomstige algemeen- 
making ook op deze betrekkingen is toe te passen. Zoo besluit men 
bij voorbeeld, indachtig dat de vervanging van ar en ^ ook de ver- 
vanging van 8 = a?* -|-y* — 1 door Oos^ «* + Co*' |3> — 1 met zich 
brengt, uit de eerste uit (1') afgeleide formulen onmiddellijk tot 

iiCoscct.Cot^ 

flt. L Ct^j^L 1 2 



2 Cb»^, (l-a>»«,)Co<»Y-(l+Cb««,) 



10» 
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(1 - Cot»i)-(l + Coêat) Cot^ Y 



* ^ (l-CS>s«,)C7o<*Y-(l +«»««,) 

2 V l-<7o««/ 2 Sincit 2 

(Jot --— = , enz. 

2 2a>«P,.iSm«^.(- 6fe«* «, +0o8^ (3, -1) 

Zoo blijkt de betrekking (4) , gedeeld door degene, waarin zij voor k 

in plaats van m overgaat, ook onder den nieuwen vorm — = 

Pt 
•=i Tgxi,,Q)t»^=: Tg^,,,Oot^^ geldig te blijven; dus evenzeer (4') 
bij vervanging van «, en P, door «* en p^, en (4") behoudens de 
bijkomende zoo dadelijk te vermelden vervanging van P*«. Maar 
van meer belang is het op te merken dat men, juist op grond van 
het gezegde omtrent (4), (4'), (4"), rechtstreeks het verband (6) kan 
uitbreiden tot een overeenkomstig verband tusschen P^ en P«q:*. 
De vervanging namelijk van «, en j3, door x^ en (3*, en van a^^-, 
en j3.:f| door «.^^ en |3«:p^, terwijl daarbij «^ en (3« onveranderd 

a Ö 

bl^'ven, maakt dat in (6) de functie P*« of Sinoty.Sin^^.Cot-^ ,Cot^-^ 

2 2 

overgaat m 8meti.Sinfii,Cot-^.Cot^ ot P*. '^* 



i/a-^M(i~y*) 



en de functie P*.:^, of 8in»^.Sin^^.Ck)t^^l ^Cot^^ overgaat in 

2 2 

tegelijkertijd gaat, indien men de nieuwe coëfficiënten zooveel moge- 
lijk in JT, y en P\ = \/(l-ar*)(l -y*)C;o^ ^.Co^ ^^ wil uitdruk- 

2 2 

ken, de coëfficiënt van den tweeden term over in (1 + Coaxj, )(1 + Cos^j^) = 

^'^'t-TTi tVtü — ^-Tv > de coëfficiënt van den derden term in 

l/(l-ir*)(l-.y») 
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= *HT*'i)HT-'T) 



2 2 



Costl.Co»^ 



2 2 

= Smajt.Sinpji. = 

= _^if^^ en de laatste term zelf 

in iSi»* fl5;fe.^»* |3t ; zoodat, als men deze verschillende waarden sub- 

stitueert en de uitkomst daarbij met V^-r- -zr. — -r^ vermenigvul- 

digt, men van (6) is opgeklommen tot de meer algemeene betrekking: 

waarin men krachtens de vroeger gevonden verdubbelingsformule 
voor de functiën P den coëfficiënt van den derden term ook onder 

den vorm 2 J ilil^i±:f!))(ï^LK±lSL:^ kan uitdruk- 
V xy 

ken in Pj^ alleen, en waarin (6) zelf en (7) als bijzondere gevallen 
voor ^ = 1 en k = 2 zijn vervat. 

Past men (6*) toe, in plaats van op de willekeurige aanwijzers m 
en kf op 2»t en 2k, en substitueert men dan P^„ z=:p^ \ xy , 
P%h=^Pk V^ en P,«Ti* = p.:f* Vary, dan verkrijgt men: 

Pk Pik 

als uitbreiding van de vroegere (3): eene uitbreiding, die men ook 
zonder tusschenkomst van (6) en (6') had kunnen vinden door in 
(3) zelf te vervangen /? en y door Cosxfi en Cosfi/i, p^ en p^jj^, 

door — ^ en "^ , en door te letten op de verdubbelingsformule 
Pk Pk 

voor de functiën p. 

Past men daarentegen (6') toe op de aanwijzers 2»t — 1 en 2^, 

en substitueert men dan /*j«-i r=:p',i/(l-f-^)(l+j/), P^f^zupj^ V^// 
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en P».:p,*-i =p',q:»j/(l+*)(l + y), dan verkrijgt men CTenzoo: 

(i + ^)(i + j/)p'*.p'».^:*-^yp'*(p''-+p'*.T*) + 

als uitbreiding yan (8). 

Indien men (6') nog toepast hetzij op de aanwijzers 2m en 2^—1, 
hetzij op 2w— 1 en 2^—1, verkrijgt men op dezelfde wijze de twee 
volgende betrekkingen, waarin als eenvoudigste bijzondere gevallen 
(9) en (10) begrepen zijn: 

en 

Phplk^t 

Bij de afleiding van verdere gevolgen uit deze verschillende be- 
trekkingen kan het dienstig wezen zich rekenschap te geven van de 
beteekenis der functiën P, p en p' met negatieve aanwijzers. Voor- 
eerst heeft men, lettende op «.,„•= — «„, en |3_« = — (3«, uit (4): 
p. ,„ = Tff cc i.Cot »_,„ = -^ Tff a ^ , Cot x„, =: — p„, . Ten andere blijkt 

uit P^^„, = Sinx^.Sinp^,Coé'^ .Cot^ =P^r. in verband met (6). 

2 2 

dat óf voor alle m moet zijn P^,„ = 4.P„, of voor alle m moet 
zijn P.;„=:-P«; maar wegens P_,^=:p.„, V^=-p« \Jxy = ''Pi„ 
kan dus in het algemeen niet anders dan P^^z=. — P„, wezen. En 
ten derde volgt hieruit bij vervanging van den aanwijzer m door 
2/»+!, dat p'_„ = — p'^^j is. Een en ander wordt trouwens be- 
vestigd door in de zoo dadelijk neer te schrijven formulen (6 "3), 
(3*3) of ook {10*3), en in eene der te samen te beschouwen for- 
mulen (8 '3) en (9 '3), m en k te verwisselen; terwijl in verband 
hiermede diezelfde verwisseling in staat stelt uit (6*,) zonder meer 
af te schrijven (6 -j), uit (H" |)(3%), uit (8-,)(9%), uit(9%)(8%), 
en uit (10',)(10',). 

Van de menigvuldige formulen, die zich uit de vorenstaande be- 
trekkingen laten afleiden, bepalen wij ons voorshands tot de vermel- 
ding van de navolgenden: 

P ,+P - i'S-a-^')(i-y^) j, ,g. . 
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p XP _£!izlizf!l£iJ^P (6') 

„ p i'Si"m-(l-^')(l-t/') (g.) 

^m-*^m+* — p2 _ pi ... V" J/» 

-* in ■* * 



(6'»); 



ym-t 4-ym+t Pm 



{8'»)5 



, ^. _ (H-x)(H-y)y*m-(i-'g)(i-y) „ (8-.) 
a!yjt'S/*m-(1-a')(l-yJ /g- \ 

y'm-* +/»>+* __ Pm ,^. V. 

(l + a;)(H-y) , . , i-^i».* " ' " 

Pm-tVmyk-rP k 

xy 
, _ a;yy\ y'„-(i-a»)(l-y) ^g» x 



/?'ot->h-i +/»»+*_ Vfji 



(i+x)(ui/ys-(]-a?)(i-3^)^, 



(9%); 
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, (l + (r)(l+y) ,., ~P'kP^k-i''^ '^' 

Pm-kPm+k-t -r ::: p * 

waarvan (6'J, (3*,) en {^\) ook onder de vormen ■ * * , p" * = 

— :?*^1:?»»-* ■^*— -Pm+* Pik— Pm __ Pk— Pm-k Pk ^Pm^k _ 
^k^r-Pm k •?*+-?»!»+* Pik\Pm Pk+Pm-k Pk+Pm+k 

P^k^^-Pm ^ p^-P^k,. P'k-py^k ^^^^^^ geschreven wor- 

Ptk^i'\-Pm P k-rPm-k + i Pk-rPm+k 

den, in welke laatste formule als bijzonder geval voor ^ = 1 de 



vroeger reeds b^ (9) opgemerkte 



l—j^m ^'^Pm 1 '"P'm^ \ 



begrepen is. 

Zoo even werd gesproken van de afleiding onder anderen van 
(6*,) uit (6*,) door verwisseling van w en ^: door in die formulen 
de waarden van Pj* en Pi„ volgens de vroeger voor de function 
P gevonden verdubbelingsformule te substitueeren overtuigt men zich 
ook gemakkelijk, dat zij met (6 "3) naar behooren samenhangen vol- 
gens het bekende eenvoudige verband tusschen de som, het verschil 
en het product van twee grootheden. Soortgelijke opmerking geldt 
ten opzichte van de uit (8*), (8*), (9^*) en (10") afgeleide formulen. 

Door aan m achtervolgens de waarden 2^, 8^, 4 Ar, enz. te 
geven, laten zich uit (6*^) nog verschillende vormen voor den 
coëfiicient van den derden term van (6") afschrijven, namelijk 

^k^^k Pm 

^ (p'.-ps.)(p.+P3.) ^ (/^^-^^.)(i^,.+i^M) ^ 
ƒ,* ^^k 

= (^^-'-P*^^)(-P»*+-P.^*) ... en2^ Door in (6') zelf, genomen 

^kk 

voor het bovenste teeken, alsook in (6*,), te vervangen Je door 2* 

en vervolgens iw=Ar te stellen, verkrijgt men evenzoo voor dien 

P* — (1 — ic')fl— V*) 
coëfficiënt met den dubbelen aanwijzer 2 h : — ^ — — — = 

(P'k-P\k){l' k-P,k) .. , , . . ,.., , , 

= ^ =- , zijnde hierin namelijk het nog mge- 

P* 

voegde derde lid verkregen door de som der tellers van de beide 
eerste leden te deelen door de som van hunne noemers. 
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(6* J kan bij yoorbeeld dienen om Pm+k ïiit te drukken in P^, 
Pi k > ^m- * en P«^ , en geeft dan — terwijl zij door m = 2 Ar te stel- 
len P^k onbepaald laat, die dus op andere wijze dient berekend te 

p ƒ> — p' 
worden — daarentegen voor m = 3Ar, 4^, enz. : P , ^ = P ;t '* — =~^ , 

Pi*l' *~P3*) 

P, , = P, ______ , enz. 

Ook tot nog algemeener betrekkingen kan men door de gevondene 
opklimmen. Zoo blijkt bij voorbeeld dadelijk, door (6',) en (6'j), 
evenals op de verbinding (w, ^), ook toe te passen op de twee 
verbindingen {h, m) en (m', m), dat men heeft het verband: 

+ (-P..*+/',«+O(-^*-«'+''*+"^')(-^'«'-'«+''^«'+J = 0. hetgeen 

p p , p ^ 

bij ontwikkeling ook te schrijven is -^^ + "n^^"' + - • "'''^'" + 

^m—i ' k—m' ' nt'—m 

P Pu I P , 

^ r«^, Aj^^ «+« _^ Vervangt men hierin nu 2m door 

Pm-k P k-tul ' mi-m 

m^m''\'k, Zk door m-mf—ky 2 in' door m + m'—k, en verwisselt 
men daarna in de uitkomst nog bovendien m en m' of, wat op het- 
zelfde nederkomt, neemt men aldaar k negatief, dan kan men hieruit 
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welke algemeene betrekking — die voor m' =i k de bijzondere (6*^) 
teruggeeft — weder zou kunnen dienen om eenige P„,+„, uit lagere 
functiën P te berekenen. Al het gezegde omtrent deze functiën P 
is overigens in denzelfden geest ook over de functiën p en p' uit te 
strekken. 

In plaats van tot algemeener betrekkingen op te klimmen, kan 
men omgekeerd tot nog meer bijzondere afdalen. (Sm ook hiervan 
enkele voorbeelden te geven, zij vermeld dat, zooals reeds vroeger 
werd aangekondigd, de aanname ^=1 de betrekking (S'j) doet 
overgaan in de eerste van het toen voor de uitreken ing der beide 
stelsels p en p' gebezigde viertal formulen, en (8'j) doet over- 

gaan m p, „,_ i = - — — — — — — — — — —— — - ; voorts, 

dat de onderstelling k=zm, terwijl zij in (B*,), (3*3) en (10*j,) 
slechts leert dat P^ = 00 en p^ = 00 is, daarentegen in (8*5) en 
ook in (9*,) de derde van evengenoemd viertal oplevert; vervolgens 
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dat, wanneer men m doorm + 1 en.* door mrenrangt, (6*,) wordt 

den de tweede en de vierde formule van meergenoemd viertal bene- 
vens de later ter zake van den vijf hoek aangehaalde formule, en 

(lOS) wordt p^^^(i+.^-)(l+l/)y'^P''...-(l-^)(l-y), ein- 
delijk, dat de vervanging van m door m-f 1 en van k door »i— 1 in 
(6-,) geeftde betrekking P.„ = -^'-'f' "^' -j/"^*]^^"^') ; enz. 

Ten slotte de opmerking, dat men van de uit (3*), (8*), (9*) en 
(10*) afgeleide formulen ook gebruik kan maken om onder anderen 
vorm dan vroeger de betrekkingen van afhankelijkheid tusschen x 
en ff voor de opvolgende in en óm een cirkel passende veelhoeken 
op te stellen. Voor den 2»-hoek toch bleek />, =0 te moeten zijn: 
door nu of in (3',) te vervangen m-^k door», óf in (lO'J 
W + * — 1 door », of in (3*,) m door «en * door «— *, óf in 
(9*i) m door n en * door « — * + l, kan men deze voorwaarde 
ook schrijven onder een der vormen a:'^y'p* *j»*,.^— (l-a;*)(l— ^') = 0, 
of {l+x)(l+3^yS+,p'\.,-(l-a:)(l-y)=0, of p, +i?,.., = O, 
of p'* +^1,-*+! = 0. Voor den (2« — l)-hoek werd vereischt 
p'„z=:0: en hier geeft dus óf (8*,) óf ook (9*3) door m-^-k ie 
vervangen door n, óf(10',) óf (8*,) door te vervangen m door n 
en * door »— *, een, der vormen xyp^ ^p'^ „.k'-{l — x){l — y) =.0, 
of Pk +Ptm-i~i = ö» of p\ +/?',,_* =. 0. Hieruit blijkt onder 
anderen, dat men zoowel voor den even als voor den oneven «-hoek de 
bedoelde voorwaarde kan samenvatten onder den vorm /)* + /?,-* "=^0 — 
die, gelet op (4), ook was te voorzien omdat, welke waarde men 
aan k geve, voor den «-hoek steeds a;t+a„_^=jT en dus Oota^'\' 
•i- Cotct„,i'= Q is — of ook onder den vorm p k\p „ *+, =: 0. 
Komt het evenwel op het werkelijk opmaken der bedoelde voorwaar- 
den aan, dan zullen in den regel de vroeger vermelde eenvoudige 
vormen ;?, = O voor den 2 «-hoek en p „ =0 voor den (2« — 1)- 
hoek, welke trouwens als bijzondere gevallen in de thans gevondene 
zijn opgesloten, wel de meest geschikte zijn. 



Al het voorgaande heeft betrekking hetzij op de functiën P zelve, 
hetzij op de functiën p en p', waardoor zij, zooals gebleken is, dade- 
lijk bekend worden. Deze laatste zijn echter wel, in tegenstelling 
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met de fanctiên P, rationeele, maar toch gebroken functiën; en in 
plaats ran ze op zich zelre te beschouwen, kan men zich dus ook 
voorstellen de tellers en de noemers daarran ieder afzonderlijk te 
berekenen. Wij zullen dit onderwerp niet met dezelfde uitvoerig- 
heid als tot nog toe behandelen, ons zelfs niet met strenge bewijzen 
van de te dezer zake te vermelden formulen bezig houden, maar 
ons in hoofdzaak bepalen tot eene beredeneering , die veeleer hier en 
daar slechts als eene proef op die formulen moge gelden. 

In dezen zin stellen wij — de vroeger voor p^ tot en met p^ en 
voor p\ tot en met p\ uitgerekende waarden nogmaals overziende, 
en daarbij bepaaldelijk de tellers en de noemers, zonder op beiden 
gelijktijdig bij voorbeeld eene omkeering der teekens toe te passen, 
ieder voor zich behoudende zooals zij aldaar zijn nedergeschreven , 

en in verband hiermede ook lezende Po= "jr» Pi = — r. i^'o=» 

p\ zz: — , — de opmerking op den voorgrond dat, — mits men op- 
let, dat in den schijnbaar tot den 20»»®" graad in a? en j/ opklim- 
menden teller van Pe de hoogste termen zich opheflfen en die graad 
zich daardoor met 2 verlaagt — in p, zoowel teller als noemer is 
van den 0<*«" graad, in pj van den 2<*«», in p^ van den ii^^"", in p^ 
van den 8«i«", in pg van den 12**®", in p^ van den 18^^", in p^ 
van den 24«^«", in pg van den 32«'e» graad. Wij houden ons op 
grond hiervan en behoudens nadere bevestiging^voorloopig gerechtigd 
aan te nemen, dat in het algemeen de bedoelde graad, naarmate m 
even of oneven is, voor p,„ bedraagt |m* of JC?»*-!); en maken 
bovendien de opmerking, die zoo straks ook van dienst zal zijn, dat 
voor oneven m de hoogste termen in teller en noemer onderling 
gelijk of tegengesteld gelijk zijn, naarmate deze m den vorm 4»»-f 1 
of 4m + 3 heeft. Evenzoo, wat de functiën p' betreft, valt in het 
oog, dat in den teller, en dus ook in den noemer, zoowel van p\ 
als van p'y, de hoogste termen weder uitvallen, en de graad zich 
dus hier met de eenheid verlaagt; dat die graad derhalve voor p', 
gelijk O, voor p'j gelijk 1, voor p\ gelijk 3, p\ gelijk 6, p'^ 
gelijk 10, p'e gelijk 15, p% gelijk 21, p\ gelijk 28-is; waarom 
voorloopig moge worden aangenomen, dat in het algemeen in p'^ 
teller en noemer tot den graad -Jwfw — 1) opklimmen, hetgeen dan 
ook — gelet dat voor den (2«-l)-hoek de betrekking van afhanke- 
lijkheid tusschen j; en y boven gebleken is door p\ z=z O te zijn 
gegeven — naar behooren overeenstemt met de opgaaf van Richelot 
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in Cbblle's Journal y SS^"^ Band, Seite 370 boven, dat namelijk de 
bedoelde bettekkin^ voor den (2»e + l)rhoek van den \m{m\Xf^'' 
graad is in zijne notatiën « en c, die dezelfde beteekenis hebben als 
ar en y hierboven. 

Dit vooropgesteld zijnde, wenschen wij uit te gaan van de boven 

gevonden vnj algemeene formule • ^ -= ^ g ^— ^ . 

Door de aanwijzers wt, m', k en dus ook m-\-m\ m^-k, m -^h te 
verdubbelen, en dan te letten op P^„,:=::p,„yjxy en evenzoo voor 
de overige functiën P, zien wij, dat deze formule geldig blijft, indien 
men overal de letter P door p vervangt. Stelt men dus in het 

algemeen iedere p,„ door -^ voor (zoodat hier de voor den noemer 

genomen letter n in geheel andere beteekenis dan vroeger voorkomt), 
dan geeft deze formule onmiddellijk de gelijkheid van de twee eerste 
leden in: 



_ ifyi (11) 

zoodat het — om hiervan gebruik te kunnen maken voor de achter- 
volgende berekening van de noemers n^j^^,. en de bijbehoorende tel- 
lers ^„;+«/, uitgedrukt^ telkens in voorafgaande noemers en tellers — er 
op aankomt te beredeneeren, dat deze beide eerste leden ook gelijk 
zijn aan het reeds dadelijk daarachter geschreven derde lid. Bepaalt 
men zich daartoe in de eerste plaats tot de aanname dat m^ m\ k, 
en dus ook alle overige aanwijzers even zijn, dan overtreft ingevolge 
het boven opgemerkte zoowel in het eerste als in het tweede lid de 
graad van den noemer dien van den teller met een bedrag van 

En vervangt men nu in het eerste lid m' door —m—k, en neemt 
men daarbij in aanmerking dat, om te voldoen aan de vroeger 
ter zake van negatieve aanwijzers gebleken algemeene voorwaarde 
p_„ = — p„< overal t^„=i-^t„ kan gesteld worden, mits dan tel- 
kens nemende «^„ = -»^,, dan blijft de noemer van dat eerste lid 
onveranderd, terwijl de teller overgaat in n„_,„,_^^*. Derhalve moe- 
ten de waarden van genoemd lid zelf en van hetgeen, waarin het bij 
deze vervanging overgaat, omgekeerd evenredig zijn aan n„^„._i 
en aan n„,,„,>; en daar bij even aanwijzers de graad van n^.„,^^ 
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bedraagt ^(wi— w'— jfc)*, dat is juist het omgekeerde ran den zoo 
even gevonden graad van het eerste lid, terwijl tevens voor alle n 
en t niet anders dan geheele functiën in aanmerking komen, zou 
dus dit eerste lid zich hoogstens door een getallencoëfficient kunnen 

onderscheiden van de breuk •. Nu schijnt bovendien , in ver- 

band met hetgeen vroeger bij alle betrekkingen tusschen de functiën 
P, p en p' zelve gebleken is, de aanname gewettigd, dat voor een 
bepaalden graad de voorkomende functiën van x en y, en dus ook 
voor den graad nul de voorkomende getallencoëfficienten , onafhan- 
kelijk zijn van de aanwijzers m enz. En door aan de hier voorko- 
mende aanwijzers alzoo eenvoudige even getallenwaarden toe te ken- 
nen, vindt men dan, dat in dit geval de bedoelde getallencoëfficient 
niet anders dan de eenheid wezen kan, en dat dus — altijd voor m, 

m' en k even — de meergenoemde beide eerste leden gelijk 

zelf zijn. 

Gaan wij nu na, hoe het ten deze gesteld is, indien m, m' en k 
in andere gevallen van ejrenheid of onevenheid verkeeren, en noemen 
wij daarbij de in de noemers der beide eerste leden voorkomende 
vier aanwijzers (m', m'-^-k, m, m^k) de eerste groep, de in hunne 
tellers en in den noemer van het derde lid voorkomende drie aan- 
wijzers {m-\-m\ ki m — m' ' k) de tweede groep. Indien 1®. ^ even 
is, dus m' tïL m'-^k onderling van dezelfde soort (namelijk beide 
even of beide oneven), die echter tegengesteld zij aan de soort, waar- 
toe zoowel m als m^k behoort, dan bevat zoowel de eerste als de 
tweede groep juist twee oneven aanwijzers. Dit is ook het geval, 
indien 2®. ^ oneven is en w' en m van dezelfde soort, die dus tegen- 
gesteld is aan de soort, waartoe dan zoowel m*-\^k als m^^k behoort. 
En evenzeir, indien 3". k oneven is en w' en m-^k van dezelfde 
soort , dus tegengesteld aan de soort, waartoe nu zoowel m'-^-k als m 
behoort. In ieder dezer drie gevallen ondergaat wegen^ de twee 
oneven aanwijzers — men herinnere zich, dat de graad van teller en 
van noemer van p^ in het algemeen bleek te zijn {m^ voor m even 
en |(w*--l) voor woneven — zoowel de boven voor even w, »«.' en 
^berekende gemeenschappelijke graad | {wj'* + (w'+^)*+»i*-Ki»— A)* } 
van de noemers der beide eerste leden als de graad ^ {(»* + w')* + 
+ ^' + (w m*' ky] van het product van éen hunner tellers met den 
noemer van het derde lid eene vermindering ten bedrage van | (1| 1) = 1, 
en blijven derhalve deze toen gelijk gebleken beide graden ook nu 
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onderling gelijk, zoodat eren als toen het derde lid weder zal zijn 

. Blijft dus, ten einde alle mogelijke gevallen uit te putten, 

thans nog te onderzoeken het geval, waarin 4*^. k even is en m', 
m'+k, m, m—k alle vier van dezelfde soort, en wel bepaaldelyk — 
daar men anders weder in het oorspronkelyk onderzochte geval van 
even m, m en k terugvalt — allen oneven; dan zijn m + m en 
m — r»'— ^ even: de eerste groep bevat dus vier, de tweede groep 
nul oneven aanwgzers. En meer in het bijzonder blijkt, daar nu k 
hetzij den vorm 4A; of den vorm 4^-f ^ ^^^ hebben, dat, als m en 
m' beiden van den vorm 4 »i + 1 of beiden van den vorm ém-\-S 
zijn, 1»'+^ en m — k ook beiden tot een zelfden van deze twee vor- 
men behooren; dat daarentegen, als m en m* één van beiden door 
4«»-f 1 en de andere door 4m-|-3 zijn voor te stellen, dit evenzeer 
het geval is met m' + k en m—k: in één wootd dat de oneven aan- 
wijzers m\ m*-\-kf m, m—k van de eerste groep of alle vier van de 
soort 4m+l, of twee van 4»j-|-l en twee van 4i»-f3, óf alle 
vier van 4i» + 3 zijn; zoodat op grond van het vroeger opgemerkte 
de hoogste termen in teller en noemer van^^.., van j»,/^.;t, van p„ 
en van ^«_* voorkomen óf als vier paar gelijke, óf als twee paar 
gelijke en twee paar tegengesteld gelijke, óf als vier paar tegenge- 
steld gelijke. Steeds zijn dus nu de hoogste termen in de beide 
producten ^m- ^m'+*»in»m-* en «m/»ff,'+* ^m^m-*, uit wier verschil de 
noemer van het eerste lid bestaat, aan elkander gelijk (en hetzelfde 
geldt trouwens naar behooren ook voor den noemer van het tweede 
lid), zoodat uit dien hoofde de graad •} {w'H(w'+^)H»iH(«»-*)* } 
van dien noemer, die wegens zijne vier oneven aanwijzers reeds met 
^(l-j.l^l-|-l)=2 verlaagd moet worden, nog bovendien met 
2 vermindert en dus in het geheel met 4 afneemt — aangenomen 
ten minste, hetgeen strikt genomen weder bewezen zou mpeten wor- 
den , dat in gezegde twee producten niet nog verdere aan de hoogste 
termen aansluitende elkander kunnen opheffen — ; terwijl daarentegen 
de graad \ {(m -{ m'Y -^^ k' ^ (m - m k)') van het product van den 
eersten (of ook van den tweeden) teller met den noemer van het 
derde lid thans wegens zijne drie even aanwijzers geheel onveran- 
derd blijft. Om deze vermindering van den graad der beide eerste 
noemers met 4 weder goed te maken, is het noodig dat de teller 
van het derde lid, in plaats van zooals in het oorspronkelijke geval 
en in de daarna onderzochte gevallen sub 1®., 2®. en 3°. de een- 
beid te sgn, daftrentegen in het nu behandelde geval sub .4^. eene 
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vierde-machtsfunctie van a? en y zij, voor welke men zich, in den- 
zelfden trant als vroeger, op grond van eenvoudige aan m en m' 
toe te kennen oneven en aan k toe te kennen even getallenwaarden 
gerechtigd moge houden te nemen x^y^. En wil men dan ten 
slotte de tweeledige voor den derden teller gevonden waarde in ééne 
enkele formule samenvatten, dan kan daartoe de overweging dienen 
dat het als exponent van —1 in den exponent van asy geschreven 
product mm'{k'^l) zoodanig is, .dat het alleen ingeval van oneven 
m en m* en even k zelf oneven, in alle andere gevallen daarentegen 
even wordt; en dat mitsdien deze exponent van a;y in het eerste 
geval naar behooren bedraagt 2, in het tweede geval 0. 

Voor kszm geeft de gevonden formule, indien men let op »o z=:0 
en 1^0 = 1, het boven aangenomen verband — »«/z=».„, terug. 

Voor ^ =1= O , als wanneer het tweede lid een onbepaalden vorm 
aanneemt, komt uit de gelijkheid van het eerste en het derde lid de 
bijzondere formule 

t\„,n\^n\.t\, — «_^, * ^ ^ 

waarin dus weder de laatste teller, als m en m' beide oneven zijn, 
gelijk x^y^ is, en anders steeds gelijk de eenheid. 

Tot op zekere hoogte zou bij voorbeeld nog het volgende als 
proef op de formule (11) kunnen dienen. Voerende voor een 
oogenblik voor den noemer van het eerste lid de notatie f(m\ w, k) ^ 
=it^,t^,+ j^n^n^.k-n^'n^.+ it^t„,^ in, blijkt onmiddellijk bg ont- 
wikkeling, dat de identiteit ƒ (2m, 2m, 2^)./'(2w'+ 1, 2w-|-l, 2)^)- 
-fi2m\ 2w + l, 2kyf(2m'+l, 2m, 2Ar)=/(2»t'+l, 2w'+2;t, 2A;). 
/(2w — 2^+1, 2wt, 2^) geldt. Onderstel nu, dat reeJs bekend zou 
zijn dat, behalve voor het geval van oneven m en m' en even k, de 
teller van het* derde lid steeds gelijk de eenheid is, en dat men 
juist voor dit geval dien teller, stel T, nader wenscht te bepalen, 
dan kan men op grond van de formule (11) zelve voor voren- 
staande identiteit na deeling door t^^ ook schrijven: 

V^i «+ 2 «'»j/»-i «'-!*; I ^ \ I "* 

^ i^tm + im'+l »l«-2/«'-2* + l)'(^2« + lwi'+l '*2«i-J«'-2 *-l) =^ 

= (»4/«'+2*+i«-i)(^4'«-2*+i»-i)> of ïiü weder, volgens de Zoo even 
gevonden bijzondere formule (12), aannemende dat aldaar voor on- 
even m en m* als teller van het tweede lid reeds T^ bekend zou 



n 



2 



wezen, "'-'"-" .T, (^ .«S.^.,.^. -»'.<',.+...,, .) - 
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^»"_j(t i/«_jm'-i*w S'w+iw'+i ^ iw-jv/'-i*^ i/«+i»/'i-i)> waaruit 
wegens ^* j = »^ ,=»*_,=: 1 dadelijk volgt T= T^i ten blijke 
dat de teller van het derde lid van (11) voor willekeurige even k 
althans steeds gelijk moet zijn aan de waarde , die hij voor ^ = O 
verkrijgt. 

En omgekeerd zou men, opmerkende dat (11) door de tellers, en 
evenzoo de noemers, van de beide eerste leden op te tellen of af te 

trekken, nog geeft: »^M^«^±Cf 



= , daaruit als volgt, ofschoon minder eenvou- 

dig dan zoo even door de substitutie ^=:0, de formule (12) we- 
der kunnen afleiden. Indien men de laatst geschreven formule ver- 
menigvuldigt met die, waarin zij bij vervanging van m' door m + m\ 

m door — m'-A:, k door ^m* overgaat, komt r ; — - = 

=: — . Deze uitkomst 

nu is slechts schijnbaar van (12) onderscheiden. Vooreerst kan na- 
melijk de hier voorkomende samengestelde exponent van xy vereen- 
voudigd worden: immers ieder der beide daarin optredende exponen- 
ten van ~1 kan niet anders oneven zijn dan gelijktijdig met zijne 
drie factoren, en dan is de andere exponent even, terwijl in ieder 
dezer beide gevallen, en ook in geene andere, tevens het product 
»e(w'f A') oneven is; waaruit men besluit, dat de exponent van xy 
niet anders dan 2 of O kan bedragen, naarmate m {m'*\ k) oneven of 
even is, en bijgevolg door 1- (— 1)'"^"'+*^ kan worden voorgesteld. 
En dit zoo z^'nde, ziet men verder, dat de tegenwoordige uitkomst 
zich van de vroegere (12) in niets anders onderscheidt dan dat overal, 
waar toen de willekeurige aanwijzer m! stond, thans de evenzeer wil- 
lekeurige notatie ni-\'k voorkomt. 

Behalve de reeds vermelde kunnen nog allerlei andere bijzondere 
gevallen uit (11) worden afgeleid. Zoo geeft zij bij voorbeeld voor 
1»' = *: 

»/«+* ^k .^ ^m+k^k ^_^ 1 

tk^lk^m^m-k^^k^^lk^m^m-k ^ k ^i k ^m^m- k ^^ k ^2 k/^m^m-- k ^ni-^^k 

en indien men hierin nu nog bovendien A* = 1 neemt : 



I4l 



^m+i ^«+1 



waarin namelijk de tusschengevoegde derde, vierde, vijfde en zesde 
leden uit eenvoudige verbindingen van de beide eersten zijn verkre- 
gen. In verband hiermede heeft men, door in de vroeger uit (3) 

afgeschreven formulen voor iedere p hare waarde - te stellen en 

ft 

tevens op n^ :=:z 2xy en ^2 = ' bedacht te z^n: 

zijnde hier het zesde lid ingevoegd door voor den teller van het 
eerste of van het vierde lid de waarde volgens het vijfde of het 
zesde lid van de voorgaande formule te substitueeren ; terwijl men 
het laatste lid kon bijschrijven op grond van hetgeen (12), hetzij op 
zich zelf, hetzij na vervanging van m door a»— 1, leert voor7»'=±l. 
Bovendien kan men uit de gelijkstelling van het eerste en het vijfde 
lid nog oplossen: 



«,«X-,-^<»»..i , , , 2(l~x») (l^y.«) C 

waarin namelijk het laatste lid weder mocht worden bijgevoegd 
krachtens hetgeen het tweede en het laatste lid van diezelfde voor- 
gaande formule geven bij vervanging van m door — »i+l. 

Door (3*3), na vervanging van k door m\ te vermenigvuldi- 
gen met (12) komt nog ^«-«. C+„. =1 {a?* y' ^*«^^«/- 
— (l-a?2)(l-y*)»*«»*« )(a;y)"*"^~' ^""" ; zoo heeft men bij voor- 
beeld voor »i'=2: »«.,»«+, = ^S »*«-»*« ^*« en ^„_,^„+j=i 
= ^S^^-4(l-a)»)(l-y*)«»,„. 

Neemt men in (11) mz=:m, dan geeft zij: 

N. A. V. W. Dl. XIV, 11 
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• ^im ^k ttm^k 

en stelt men hierin bovendien ^ = 1 , dan verkrijgt men vooreerst , 
als men tevens let, hetzij op hetgeen (12) wordt bij vervanging van 
m door w + 1 en van- m' door m — l, hetzij op de zoo evan reeds 

gevonden formule ^-"-' ^-'-+1 +^---' ^«-n ^ (^y)-»-c-. )", de vol- 

»2 C »« 

gende verdubbelingsformule voor de noemers: 

ten andere — als men tevens let hetzij op de eerste van het vroeger voor 
de uitrekening van p^ tot p^ en van p\ tot p\ gebezigde viertal 

formulen in verband met !*"' '"'^\ — - = (a? y )~ * ' ^ " ' ^ " , hetzij 

op de evengevonden formule voor t„,^„,. t,„+„,,, waarin te nemen m zzm — 
de volgende verdubbelingsformule voor de tellers: 

terwijl daarna uit deze beiden door optelling, door aftrekking en 
door deeling nog volgt: 

en y.-.P^^.-p».^ 

welke laatste ook in (S^j) begrepen is bij vervanging van m door 
1 en van * door m, of weder in de eerste formule van gezegd vier- 
tal, indien men daarin de uit (3) afgeleide -r— : — P^-'P^+t _ 

, dus ook =. — pL -'P'**~f*" , substitueert. 



Evenzoo geeft (11), door w' = j» + 1 te nemen: 

n, „+itk 

**/»+! ^oi+k + l *m ^«-*— * ^«,+ 1 ^«,+ * + | ^m^m^k 
_-» ^im + i^k 
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waarvan het eerste en het laatste lid , door daarin nog ^ = O te 
stellen, leert in verband met eene zoo straks voor de functiën p' te 
vermelden formule, en tevens in bevestiging van eene vroeger om- 
trent de factoren der noemers van pj, p^ en /?7 gemaakte opmer- 
king, dat 

is, terwijl hiermede nit de tweede formule van meergenoemd viertal, 
of weder uit de formule voor ^«_„:^«+«/ door »»'=:»i+l, volgt: 

Minder uitvoerig dan voor de functiën p zullen wij thans nog 
even stilstaan bij de formulen, die kunnen dienen om de tellers en 
de noemers der functiën ;p\ hetzij uit die van jt?, hetzij uit elkander, 

te berekenen. Stellende weder iedere »'„ door -^ voor, willen wij 

ons ten deze tot de volgende opgaaf bepalen , die onder anderen de 
vroegere opmerking bevestigt, dat telkens ^'2*+, en «'2«+,, en even- 
zeer ih^'jm en iji^'j^, uit elkander kunnen worden afgeschreven 
door ar en y negatief te nemen, en waarin men voor het geval van 
negatieve aanwijzers — ten einde te voldoen aan de vroeger gevonden 
voorwaarde p'_„ = — ;j'.+ , en in overeenstemming te blijven met 

den vorm waaronder reeds p\^==- — r en /?', =1 — = geschreven wer- 
den — overal kan nemen ^-.« = + ^'«+1 en «'_^=r — «'^+^: 

,, I ^ * ^ *(^«- *»« + *-! +*^«-* ^iw+* _ I ) 



t'\ = 






en meer in het bijzonder voor Ar = 1 : 

xy 

* « — ^«-i^*+ ««-I»-. 

xy 



11* 
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Voorts: 

-l + C-O' 

»%.+^,.=(a?+y)(^..,««+,+»«-,^.+ i)(^-i««-««,-iU(aJy) » 

«i--^'i.= (^« ,«.+ ,-»«-,^-^-i)(C-i««4«.-,U(«y) * 

-i+c-n" 



Verrolgens : 



^/iH.i^>*ib ^ 

en hieruit weder voor Ar = 1 : 



alsook: 

<'„., 1 



», 



«4- I 






Wij komen thans nog eens terug op de reeds vroeger gemaakte 
opmerking, dat namelijk, op grond van de splitsbaarheid der tellers 
van sommige der functiën p en p' in factoren, de betrekking van 
afhankelijkheid tusschen o; en |/ voor alle veelhoeken langs den toen 
aangeduiden weg niet altijd dadelijk onder den eenvoudigs'ien vorm 
te voorschijn- komt. Tevens willen wij de door ons gevonden en 
thans nog te vinden uitkomsten gedeeltelijk vergelijken met die van 
RiCHELOT in Ceelle's Journal y S^"" Band; waarbij wij in de eerste 
plaats opmerken, dat aldaar op blz. 253 boven, in de opgaven voor 
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tienhoek, twaalf hoek en zestienhoek, een paar misstellingen Yoor- 
komen. Gaat men namelijk na, dat deze verkregen zijn door substi- 

tutie van zijne verdubbelingsformulen q =. '— — ^7~tï — 77 • • • (^) 

en o =r -^ — , , 1- . . . (9) van blz. 262 in zijne voor vijf- 

hoek, zeshoek en achthoek gevonden betrekkingen — in welke for- 

mulen q =z en p j=: voor den n-hoek dezelfde beteeke- 

^ r r 

nis hebben als - en - hierboven , en evenzoo q' = — 7- - en 
X y ' r' 

p* = ;— voor den 2»-hoek — en dat bij die substitutie ter ver- 
eenvoudiging van de notatie de accenten bij de letters q ea fi zijn 
weggelaten; dan bevindt men gemakkelijk, vooreerst dat in den noe- 
mer van het tweede lid zijner opgaaf voor den tienhoek in plaats van 
alleen /?*^*-(p*—^*)* moet staan (/J*^* -(/?• — 7*)*)(p* + 7*— ;i*S'*), 
ten andere dat de derde term in den teller van het tweede lid zoo- 
wel voor tienhoek, twaalf hoek als zestienhoek moet zijn niet +, 
maar — (p*^*— (p* — 7')')*. Bovendien kan men, deze laatste ver- 
betering aanbrengende 4 den bedoelden gemeenschappelijken teller op 
grond van de herleiding: (??* — (/>* 7*— 7*)')* + (7*~(/^* 7*— ;j*)M* — 

+{p'q'-p'+q'Y}'(p'q'-i-p'''q'Y{p'q'-p'+q'Y^{p'W- 
-p'q'Y~{(P +q ''P'q'Y'-{p'q'^p'-q'Y){(p'H'-p'qY- 
-{p'q'''P'-\'q'Y) = {p''^q^-p'q'r-l^p'q'(p'-lKq^-l) 
alsdan schrijven onder dezen laatsten vorm, en verkrygt zoodoende 
na de genoemde verbeteringen en vereenvoudiging: 

voor den tienhoek: 16;?' 7* (^*— 1)(^*— 1) = 

^ np'+q'-p'q^Y-^ ^p'q'J p'-^q'-'^) !' 
L {p'q'-iP'-q'YKp'-^q'-p'q') J ' 

voor den twaalfhoek: 64;?* 9* (p*-l)(7^ — 1) =: 

^ [ {p' + q''-P'q'Y-'^Qp'qHp''i)(q-^) l ' 

voor den zestienhoek: 266p* q*(p*—\)(q^—l) ^z: 

L (p'j'-(p»-ï')')(pH?'-p'9*) J ■ 
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Brengt men deze betrekkingen door de evengenoemde substitutiSn 

1 i a:- + if*-l s 
ö = - en p = - , dus o* + a' • - »* q- =. ; = en 

;,V/-(^-^M^=-^^iL^=L_^ ,n onze 

notatiën over, dan be?indt men, dat die Yoor den zestienhoek dade- 
lijk samenralt met degene, die men op grond van het vroeger uit- 
eengezette verkrijgt door /?g = O te stellen. Minder onmiddellijk is 
de overeenstemming voor den tienhoek en voor den twaalfhoek. 
Voor den tienhoek verkrijgt men volgens Eicuelot de betrekking in 
o? en y van den 16^«n graad: {«* — 16rc*5^* (1 — a5-)(l - j/*)} * — 
— 16(1 -«*)(! -y»)«*(«-23?*)2(»-2|/*)* =0; terwijl men door 
daarvoor p^ z=:Q te stellen eene betrekking heeft, die niet hooger 
dan tot den 12^«° graad opklimt. Dit ligt daaraan, dat Righelot 
zijne verdubbelingsformulen gesubstitueerd heeft in de niet alvorens 
tot den eenvoudigsten vorm teruggebrachte betrekking voor den vijf hoek, 
in diegene namelijk, die in onze notatiën luidt s*-4a:?^(l ^a?)(l -y)= O, 
zonder er op te letten dat, zooals reeds vroeger werd aangewezen, het 
eerste lid hier het product is der beide factoren t\:=zx + tf-'\ en 
^ j = «(a? 4- y f 1) — 2 ici/(x +y - 1), en dat dus de bedoelde eenvou- 
digste vorm (in overeenstemming met hetgeen trouwens later bij lli- 
CHELOT zelf in Crelle's Journal, 38®'^ Band, Seite 862 boven en 
Seite 370 voorkomt) is ^'5 = 0. En het kan dan ook niet missen 
of de door hem voor den tienhoek verkregen betrekking moet,' in 
plaats van uitsluitend voor dezen te gelden , het product zijn van 
de betrekkingen, die ontstaan door zijne verdubbelingsformulen afzon- 
derlijk toe te passen zoowel op den factor ^', = O als op den factor 
^3 = 0, dat is op driehoek en op vijf hoek; en dus in wezenlyk- 
heid het product van de voor zeshoek en voor tienhoek geldende 
betrekkingen ^j = O en ^5 =: 0. Wil men zich hiervan ten over- 
vloede vergewissen, men heeft slechts op te merken, dat, wegens 
<3 =:»»-4(l-a;*)(l -y^) en dus (» - 2ar*)(«-.22/*) =-(^3 -2«), 
het eerste lid zijner zoo even neergeschreven betrekking van den 
16den graad ook onder den vorm 1^%+ 8(l-a;')(l-2/*)(^3-2»)) - — 
-16(l«a;»)(l-2/*){^.4 4(l-a;«)(l-y»))(^,-25)» = ^, {<% + 
+ 32(1 -a?*)(l -yM«(^s-2«)} kan gebracht worden; waarin, ter- 
wijl de eerste factor reeds ^, bedraagt, de tweede factor, voor wiens 
eersten term kan genomen worden {«' — 4(1 ~a?')(l— y*)}^*3, blijkt 
gelyk te zijn aan «* ^S-4(l -«*)(i-y*)(^j-4«)% dat is wegens 
^3 — 4« =-(-«' + 4x*y*) werkelijk gelijk aan t^. 
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Yoor den twaalfhoek doet zich juist eene tegengestelde omstan- 
digheid Toor. De hier volgens Eichelot komende betrekking van 
den 16«i*« graad: {s^ - IQx^ y^ (l^x^){l-y-)} ^ — 
-64x»^«(l-a?*)(l-I/*)(«-2a;»)*(» -2^»)»= ü is blijkbaar een- 
voudiger dan de bij ons doorjt?6=0 komende betrekking, die, zoo* 
als reeds vroeger vermeld, al is het niet tot den 20^^", althans tot 
den 18**«" graad opklimt. Dit onderscheid hangt weder samen met 
de deelbaarheid — waarvan vroeger almede reeds met een enkel 
woord gewag werd gemaakt — van den teller van p^ door den 2<*«- 
machts-teller s van p^. Op meer dan ééne wijze laat zich dan ook 
aantoonen dat men , deze deeling uitvoerende, juist op den vorm 
van Eichelot nederkomt. Vooreerst kan men namelijk, lettende op 
«3 -f ^j = 4«, achtervolgens schrijven tg=. x*!/*.^* j-(l— a:*)(l— y*)»* j = 

-4a(i»3-<,)}=«{»S-8^*yV,{»s-^3)+16^*2/'«(«3-^)M = 

=.[{;iS~4x»i/M»3-^)}*-i6^*y*(i-*^)(i-y*)K-^0']. 

en herkent dan , weder lettende op »» , — 4 x* ^ * («3 — i^, ) = 

= «»,-(** +;i3)(«3-^) = **-(«* + «3)(»* -^3)=** - 

-16a;«y»(l-x*)(l-y^) en op »,-^, = 2(«-2a:»)(«-2.yi), in 
den laatsten factor werkelijk den even bedoelden vorm. Maar — 
en dit is nog wel zoo eenvoudig — ook onmiddellijk kan men p^ 
in dezen ontbonden vorm verkrijgen door, in plaats van zooals ge- 
schied is de eerste formule van het vroeger opgegeven viertal, dat 

is de verdubbelingsformule ;>6 = — "^ — ^ — — ^ , te ge- 

bruiken, daarentegen de formule (3^j) voor w = 4, A; = 2, dat is 

o, = — — ^ ' — -\ — ^— , te nemen of liever nog, stel- 

lende m = 4 en «» = 3 in dé boven gevonden afzonderlijke teller- 
en noemer-formulen ^«_i <«,+j = ^*j<'„-4(l— a;*)(l-y*)»*„ en 

»,,, = ^^»«(^^_,««+i-«„_,^«+,), de formule /jg = — = 

^.{^,-4(l~^*)(l-j/»)^*} 

z= L_ ; als wanneer men in dezen laat- 

^3»3(^, »4 -n^t^) 

sten teller dadelijk het product van a met den meergenoemden vorm 

van Eichelot voor zich ziet, terwijl — gelet op ^j»^— »j<j = 

=:2a;2/[2«»(«-2a;*)(»-2j^*)-{«»-16xM^»(l-a?«)(l-y*)}] = 

=:2ic !/[(«- 2»»)» («-2y>)*-{(«-2ic«)(«-22/»)-<*J* + 
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ook de noemer naar behooren met den vroeger voor p^ gevondenen 
samenvalt. En bovendien kan men nog een anderen ontbonden 
vorm voor p^ nederschrijven, doordien de almede vroeger opgemerkte 

formule y,.. = f-/ -^'7^'- voor «. = 8 geeft ;,« =^1^:1^ 

•waarin de substitutie der waarden van /?, , p^ en p^, terwijl zij 
den noemer weder onder volkomen denzelfden vorm als zoo even 
doet te voorschijn komen, daarentegen thans den teller als het pro- 
duct van s met den 16***'-machts-vorm (-'«* + 4a;*y*)*{«* — 

— 4(1 ^*)(1 — »/*)}* doet kennen. 

Wij willen thans nog op een paar meer algemeene formulen , betrek- 
king hebbende op ditzelfde onderwerp — de ontbindbaarheid namelijk 
der tellers van sommige functiën p en p' — opmerkzaam maken , 
en gaan daartoe uit van de formule (3» 3), waarin wij w = 2Ar onder- 
stellen en dan pj^ z=^ — en /? j * = -^ = — 

substitueeren : zoodoende verkrijgen wij na kleine herleiding 
(l-^{l-£) u n ^n i Y 

p^,^-Vk — ^ • 



Evenzoo geeft ons (9» 3), wanneer wij daarin w = 2Ar— 1 nemen en 

dan ;?, = -;- en V-Lk-,^' ' = TlTTi n^ r^ ^"^" 

stitueeren, de formule 

^'*-' ^*^2/^S*..-(l + ^)(l+y)^'S(<*.. «*-!»*., ^)»' 
Deze beide formulen, die de deelbaarheid van p^j, door ;?* en van 
p'zk-i door p\ doen kennen — en waarin de in teller en noemer 
voorkomende vormen ^a_,»*+i~ »*_i^*+i en ^*» i »* — »*.i ^* niet 
anders zijn dan de laatste factoren van »j* en w^*., — zijn juist de 
bedoelde, en leeren ons dus tevens, dat de betrekking van afhanke- 
lijkheid tusschen ic en y voor den 6 Ar- hoek tot factor heeft die voor 
den 2^-hoek, en de betrekking voor den (6^ — 3)-hoek tot factor 
die voor den (2^ l)-hoek: in één woord, de betrekking voor den 
3^-hoek tot factor die voor den Ar-hoek. Door voorts in de eerst 
gevonden formule achter volgens A; = l,2,3 enz. te nemen, geeft 



p\—~ 
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zij meer in het bijzonder: Tooreerstjpj =i — ;?, z=. 

=' .^.H^x^y' naar behooren; ten tweede p,-- —> 

waardoor alzoo de teller van p^ nogmaals in den boven verkregen 
ontbonden vorm is teruggevonden, terwijl ook de noemer zich zon- 
der bezwaar tot den vroegeren gesplitsten vorm laat terugbrengen; 
(l-s»)(l-y^) 

ten derde «« = — » . , waarin 

men, om dadelijk p^ als veelvoud van p, te voorschijn te zien ko- 
men, slechts de bekende waarden van ^g» ^u ^3 en de zoo even 
reeds uitgerekende waarde van t^n^—n^t^ zou hebben in te vul- 
len; enz. En evenzoo geeft de tweede formule: vooreerst p', = - p',. 

.;/ ^(l-^Xl - y) ^^Zl naar behooren ; ten tweede/, ^- '4^. 

•:tt/{.^-4(l-x*)(l-y*)}»-(l+x)(l+y)(.T-|-2/-l)*(*~2i:2/)»' 

waardoor alzoo de vroeger voor den negenhoek reeds aangekondigde 
ontbinding van den teller van p\ in den bij den driehoek behoo- 
renden factor a? + 2/ — 1 en in den thans gevonden factor — schijnbaar 
van den lO**®", maar wezenlijk van den 9^«" graad, en dien wy later 
nog onder een anderen vorm zullen leeren kennen — is tot stand ge- 
bracht; ten derde 

ay[«'{«'-4(l^aj*)(l-y^)p-. 
-4(l-a?0(l-t/)(-«*+4r»t/0»]^^ 

-<a;+y-l)+2ajy(a;+y-f.l)* j a?2/ [«»{«*- -4(1 -a;»)(l-f/*)}» - 

-4(l-rr»)(l*y')(-«»4 4x»2/*)*]*- 

.W-«'+4a?*2^*)-2a? ,/{«*. 4(1 -a;*)(l~j/^)}]« 

waardoor almede voor den vijftienhoek de splitsing van p\ in j»', 
en in eene in teller en noemer schijnbaar tot den 26'*^««, maar in 
werkelijkheid ^ot den 25«'«» graad opklimmende breuk is uitgevoerd, 
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X •4- 1/ "~ 1 
welke breuTc bovendien Yolgens het vroeger gezegde weder p\ = — ï^— 

tot factor moet hebben, waarvan men zich — al schijnt dit nieuwe 
quotient zelf niet anders dan onder zeer samengestelden vorm te kun- 
nen worden neergeschreven — dan ook gemakkelijk overtuigt door- 
dien de gevonden teller werkelijk voor a; + y = 1 en dus de noe- 
mer voor a}+y= — 1, dus in beide gevallen voor «z= — 2a?y, in 
nul overgaat; enz. 



Tot nog toe hebben wij ons bezig gehouden met het opsporen van 
allerlei zoogenaamde terugloopende betrekkingen, waardoor de opvol- 
gende functiën P of p of p' uit elkander kunnen worden berekend. Bij 
het weinige, dat wij hieraan willen toevoegen over hare zelfstandige 
of zoogenaamd independente berekening bepalen wij ons — gedachtig 
dat de functiën p uit p' bekend worden onder anderen door het 

vroeger uit (9) afgeleide verband J-i^ = -^-^ • l- ^^T^' ^ — tot 

de functiën p'. Wij stellen voorop, dat voor het bijzondere geval 
van een regelmatigen veelhoek, en dus van een gelijkmiddelpuntigen 
omgeschreven en ingeschreven cirkel, deze berekening niet de minste 
moeielijkheid zou hebben: in dat geval toch zou wegens den middel- 

T 

puntsafstand df =i O , ar = y = Co« a j =: Cb« (3 , = - zijn , zoodat , 

daar /?'„ = O blijkens het vroegere in het algemeen de voorwaarde 
voor den (2»i— l)-hoek is, die thans, regelmatig zijnde, geeft 

R^^^^%m^V ^^^ ^^'^i~m~^^^ wa,-Kw — l)a, =9r, dus 
^nmoLy — Sm{m — l)a, = 0, de functie p' „, alsdan dit sinus- 
verschil — dat zich, door de bekende formule -— =, (2 Cos « , )"'" * — 

-{^~^) (2a>*«,r-»+ ('^7^)(2a>««,)«-^-enz.+ 

( — 1) » , voor Ik oneven 

ook toe te passen op m — I 

( — )»^"' . ~^(2Cb««,), voor m even 
2 

in plaats van wi, dadelijk volgens de machten van ^Co8AyZ=.%x 

laat ontwikkelen — tot factor moet hebben. Deze bijzonderheid , dat 

namelijk in het geval van x — y =r O een eenvoudig verband tus- 
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scSien de functiën p' en bekende polynomia van aj + y voor de hand 
ligt, brengt op het denkbeeld, om ook in het algemeen de genoemde 
functiën, in plaats van volgens a? en j/ zelve, te ontwikkelen volgens 
wzn x\y en ü = a; — y. Daarbij is — uithoofde volgens eene vroe- 
gere opmerking teller en noemer van ;?'„, symm^rische functiën van 
X tVL y zijn, die bovendien uit elkander zijn af te schrijven door x 
en ^, dus ook f/ en o, negatief te nemen en voor even m tevens 
het teeken van de uitkomst om te keeren — te voorzien, vooreerst 
dat van v niet anders dan de even machten zullen voorkomen; ten 
andere, dat de ook in het zoo even voor de functiën p aangehaalde 

verband voorkomende breuk - — ^- nog wel zoo eenvoudig in u en 

V zal worden voorgesteld als de functie p\ zelve. Drukt men dan 
ook, gebruik makende van de vroeger voor p' in functie van x en 
y gevonden waarden, deze breuk bij voorbeeld voor w = O tot eu 
met m z= 1 thans in functie van « en t? uit, en bepaalt men zich 
daarbij , met het oog op de verdere berekening , voor w = 6 en 
m =. 1 tot de termen in v^ en t?*, dan verkrijgt men het volgende 
overzicht : 

Ü^-ift l+^-oo ^-±^-« L+£j~Ji!zi 

1>/, -"' l-p\- ' !-/,■" • 1 -it;', -"«-«.«' 

i±P_^_ (i<^~4ttH3»)-tf(«"~6ttH 14>»*-22«H13)o»~enz. 
l-p'^ ~ (tt*-3«- + l)-«(«*~7tt' + 19«'*-22«3+4w)t?»-enz. ' 

l-rp'j __] — 55MH84M^+4M)r* — enz. I 

l -80M«+85«*-58«* + 22)r»-enz. | 

waarin men voor t? =: O, dus u = 2x =z 2Cb««i, en lettende op de 

zoo even medegedeelde ontwikkeling van -— , overal ziet te voor- 
of n as, 

, .. , l-^p'm Sinmx^ , , Sinma.-Sin{m-l)cc. 
schijn komen j- = T7-7 tt — , dus p „, =z -^ . ^. , -f— , 

naar behooren in overeenstemming met hetgeen ten opzichte van den 
factor van p'„, voor dit geval werd voorzien. Stellende dus naar 
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aanleiding daarvan thans in het algemeen u evenzeer door een dub- 
belen cosinus voor, bij voorbeeld tt=ar+y = Cbs«,+ Cb«p, ^=2 Oo9fi, 
weet men reeds, dat de eerste of van v onafhankelijke termen in 

1 4- o' 

teller en in noemer van de zelfstandige formule voor ^ onder 

j UI X SinnifA Sin(m-l)fA . . , 

den beknopten vorm — en — r- •- moeten te brengen zijn, 

en kan men trachten althans de daarop onmiddell^k volgende ter- 
men, dat zijn die in r* — aan eene dergelijke ontwikkeling voor 
de hoogere machten van v heb ik mij niet gewaagd — evenzeer go- 
niometrisch in dezen hulphoek /k uit te drukken. Daartoe kan men, 
de coëfficiënten van «r* in teller en in noemer in het algemeen 

U^ XP 

voorstellende door -^^r-^ en door -— -^' , en tevens de deeling van tel- 

1 + p' 

Ier door noemer tot in»* uitvoerende, alzoo schrijven q'„,'=: — 



1. 
SinmfA—uü^v^^ enz. Sin m fi 



»» -l)/E«~ttC/'«t?'--enz. Sinim-^V^iJt. 

— — — ^ ^ -^ — ü* ^ enz.; en komt het voor de 

/&»*(»»- l)f* 

bepaling der beide bij q\ behoorende onbekenden U^ en U*„ nu 
in de eerste plaats aan op het opmaken van het verband, volgens 
hetwelk zij met de overeenkomstige beide onbekenden U^^^ en C^«+, in 

_ l+y-n _ 8in{m + VfjL u { U„,^ , Sinmfj^ -TT^^, Sin[m f 1> } ^ ^_ 
""*"* l-p',+ , Sinmfi i Sin^mf4 

— enz. samenhangen. Hiertoe kan , nu de nieuwe functiën q' van p' 
afhankelijk zijn gemaakt, de vroeger tusschen twee opvolgende y ge 
vonden betrekking (8) dienen en wél, naar het schijnt het eenvou- 
digst, door deze voor het tegenwoordige doel te schrijven onder den 
vorm (l+p^pV.)*-(^ + y)(l + p«p^+,)(l--p',p'«+,) + 
-|-a;y(l— p'*«)(l — y * „^. ^ ) = O , als wanneer zij bij deeling door 

^ ^ " ^ £jl±iL dadelijk de overeenkomstige betrekking 

4 

of tf«!?'«+i + l-"9'J(/«9'«+i + l-«'9'-+i)-^'9'«9'-4-t = tus- 
schen twee opvolgende q' levert. En substitueert men nu in deze, 
weder niet verder dan tot de termen in r*, de zoo even voor q\ 
en ^',+ 1 nedergesch reven waarden, dan trekt het de aandacht dat 

Sin(m — l)fi 



wegens q'^^^ —u = q„^^ — 2Cas/A = 



5»// m (i 
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ran den eersten term, namelyk /./«+i +1— «^« = ?'«(^'«+i -tt)+l = 

f. — . — ff ■"■ enZtj 

Sin {m — 1) fA. Sin m /jt 

geen van v onafhankelijken term bevat; en dat mitsdien de genoemde 
betrekking in haar geheel door ©* te deelen is — wordende hier- 
door op nieuw bevestigd dat de termen zonder » in ^« en ^',„+, 
goed gekozen zijn — ; terwijl men dan na deze deeling door r' vol- 
staan kan met voor den tweeden factor van den eersten term, 
die u{q^^ — ^*+i) grooter is dan de eerste factor, te nemen deze over- 

^ j . . f SinmfjL Sin(m+ i)u\ 

maat zelve voor v =-0, dat is » . { r-r-r rr —. • > = 

{SM{m — 1)/E« StnmfA J 

SHn^mfz — ISin^mfi.Cos^ fi — Sin^u.Cos^mu] Sin^fA 

= tt ^— — — -. '' = « 



Sin {m — 1 ) fA.Sin m (a JSin{m — l)fA»Sin mfi 

Zoodoende , en het dergelijke inachtnemende ten aanzien van den twee- 
den term van meergenoemde betrekking, die dan wordt — q\q'^^^^z, 

=1 — — r-^ TV-, en nogmaals « .= 2 0o8fA invoerende, komt men 

neder op de voorwaarde: 

Sin (m — 1) fA. Sin^ mfjt. Sin (m -f 1) A« 

étSin^ fA.Oos^fz 
die, ofschoon z^ vier onbekende functiën U bevat, nogthans Wegens 
den vorm van het eerste lid, dat uit het verschil van twee b^ de 
aanwijzers m en m + l behoorende overeenkomstige uitdrukkingen 
bestaat, in wezenlijkheid eene differentie- vergelijking van de eerste 
orde is, en dus toelaat door eindige integratie tot eene betrekking 
tusschen U„ en U'„ alleen op te klimmen. Indien men daartoe 
vooreerst den teller van het tweede lid beschouwt onder den vorm 

(1 — Co9^mii){Co9^tA — Co8%m(Ji) Co84im(jL Cbs^ fi,Co8 2mfA 

i 8~ 2 ^ 

+ -J^ — > — ^^ tweede ter zake van den hier verkregen middelsten 

8 

. ^ o uA i.,' Sin(2m'^l)fji Sin{2im-^l)^l)^ 

term, m Ck>8 2mf4, bedacht is op — -- . —irTr* ^=5 

' . 2Sinf4 2SinfA 

Sin(2mtJL—fi)—Sin{2mfi-\'fi,)_ 

= — ^ -^— ^^ -= — Cos2mfA, en ter zake van 

2Sinfi 

den eersten term op he! zelfde, behoudens verdubbeling van jt<, — ten 
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derde de standvastige der integratie regelt met behulp van de op- 
merking, dat voor »» zz: O, ö'„ =i - — —^ =: O is, en dus volgens de alge- 

1— Po 
meene ontwikkeling van q'„ alsdan ook U„Sin{m-'l)fA-' U* „ SinmfA = O 
moet wezen, — ten vierde eindelijk let op 2 Cb« 2/^+1 = 4 Cos^ fi—l = 

= ^ — ; — dan vmdt men voor de bedoelde betrekking: 

op geheel bepaalde uitkomsten neder; maar thans, voorde beide on- 
bekenden U^ en U'„ alleen over deze ééne betrekking kunnende 
beschikken, die de waarde van ieder in het bijzonder onbepaald 
Jaat — in dier voege, dat als eenig paar (?7«, 27'.) voldoet, dan bij 
willekeurige waarde van A« ieder door (D„ + K„,Smmf4, t/'„ + 
•^X^Sin(m — i)f4,) voorgesteld paar (maar ook geen ander) blijk- 
baar evenzeer voldoet — schijnen wij de in ons geval werkelijk voor- 
komende U^ en IJ\ niet anders te kunnen aanwijzen dan geholpen 
door de in het vorenstaande overzicht voluit neergeschreven waarden 

IT 17/ 

van -TT— en -^^r-^ voor m z=zO tot en met 7. Om nu vooreerst 
SinfA Sinfi 

eenig aan de gevonden betrekking voldoend, maar overigens wille- 
keurig, paar (i/,, (/'«) te verkrijgen, trachten wij dit doel te be- 
reiken voor ieder der drie termen van het tweede lid afzonderlijk: 
daartoe kan ons bij voorbeeld de identiteit- -Sit»( 3 j» — m')f4,8in(m — l)fi — 
— i^m( Zm — m* + 1 )fJL.SinmfA =. \ | Co8[ 2m — m + 1 )fjL — Co8[4im — m' — l)/i* | — 
— J { Cb«i2»»— w' + l)/E«— a)«(4w— w' + l)/w} =r— 1{ a>«(4»t— wi'—. 1)/E« — 
— Co8{4im — »t'+l)/t«|= — Sinfj(,Sin(4im — m*)f4 dienen, die meer in 
het bijzonder, naarmate men met het oog op de drie genoemde termen 
neemt m' z=2 of w' = 2 »» + 1 of w' = 4 »s — 3 , geeft: 

Sm{3m — 2)/E«. Sin(m — l)fc — Sin (3 w — 1) [jt.Sinmti = 

= — SinfA,8in[im — 2)/t«, 
8in{m — \)iA . 8in{m — l)/t«— Binm/jt.Sin mfA sz — Sinfi . Sin (2»» — l)/t« , 
^^Sin{m — S)fA,Sin(m — l)fji-^Sin(m — 4)fji.SinmfA^=z — Sin/A.SinSfA^ 

Koodat voor ieder dier drie termen afzonderlijk J7. en l/'« telkens 
evenredig te nemen zijn aan de eerste factoren van den eersten en 
van den tweeden term in ieder dezer drie laatste identiteiten. Hier- 
van uitgaande en, na meergenoemde betrekking tusschen U„ en V^ 
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alrorens met \6 8in2 f^.Sinfi ^:z S2 Sin* fi. Cos ii yermenigFuldigd te 
hebben , de voor de algemeene oplossing ingevoerde willekeurige notatie 

A^ voor ons doel liever vervangende door — ,^o ^. " ^ , , en 

\2%S%ft^ fA,C0S^ fJt. 

overigens met het oog op de verdere berekening de ooëfücienten in 
u =.2Co8(i in plaats van in iJt. zelf uitdrukkende, bevindt men ge- 
makkelijk, dat die algemeene oplossing onder den vorm 

— (2»i — l)ttiSÏ»(»*- %)(i-X„8inm(ii 

moet te brengen zijn , en komt het alzoo thans nog slechts op de bepa- 
ling van de waarde aan, die deze nieuwe A, in ons geval inderdaad 
moet hebben. Daartoe kan men in eene van deze formulen , of desver- 
kiezende bij wijze van proef in beiden , achtervolgens m = O tot en met 
7 stellen, als wanneer men, steunende eensdeels op de bekende 

waarden van -—^ en ---^ in het vorenstaande overzicht van , — '-^ , 
Sm f4 SififjL l~p„ 

anderdeels op het medegedeelde quotient van Sinm/iy en dus ook 

y&n Sin(m-'l)fA, Sin[m-d)fif Sin(m''^)fA, Sin[dm-l)iien Sin{3m-2)fA, 

door Sinfjt, allen uitgedrukt in de machten van tt, gereedelijk ver- 

krygt — terwijl A o en A, langs dezen weg onbepaald blijven — 

2 1 3 2 

de waarden Aj = l, Aj =-^ «* -1.5k» + 1, A^ =-^ «*-2.7«»+1, 

A3=^f**-3.9«H1, Ae = ^«*-4.11«> + 1, A,=^^«*-. 

— 5.18m*-)-1, waarin de wet van voortgang duidelijk in het oog 
valt, en waardoor men zich wel gerechtigd mag houden (al zou dit 
eigenlijk weder een streng bewijs noodig hebben) in het algemeen 

neder te schryven A« =-^^~--^^-^^' w*-(»t--2)(2 »» -!)«» + 1. 

Hiermede het voorgestelde doel, om namelijk de coëfficiënten der 

termen in ©* in teller en noemer van q\z=:- ^ te bepalen, be- 

reikt zijnde, kan men ten slotte nog opmerken, dat de daartoe dien- 
stige formulen voor U„ en [/'. , behalve onder den reeds neergeschre- 
ven vorm, waarin men de even gevonden A« slechts heeft in te vullen, 
na eenige herleiding blijken ook als volgf gesteld te kunnen worden: 

USSin"^ fJi.Coa* f4U^ = Sin{Sm-2)f4-- (^'^ j 5i» (»ï + 4) a« + 
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+ (»— 3)^(«i + 2)/t«+(i»+2)(«— 3)>S5wi»A«— (m + 4)i8t»(»--2)/t« — 

+ («»— 5)iSï»(m+l) A« +{f»+2)(m — 8) Sin{m — l)/t«— (m+ 2)iSïii(w—3)f«— 

of ook aldas: 

u^{u''—4yU„ = Sin{Sm—2)fjt-^i8inmf4{{m^—m + 2)u*— 

— (2»»— l)»«*+2} + 5i«f*.a«J»A«{«' + (2»— 1)(«»—«)}, 

— (2i»^l)*t4H2} + ^«f«.Cb«(»»— l)/t*{— «*+(2j»— 1)(k'— «)}. 



Wij gaan ons thans rekenschap geven ran de meetkundige betee- 
kenis der vroeger gevonden algemeene betrekking (!'), doch willen 
alvorens opmerken dat daaruit op eenvoudige wijze de reeds in den 
aanhef vermelde stelling van Poncelet voortvloeit. Onderstel toch, 
dat de twee cirkels i2 en r zoodanig zijn, dat daarin en daarom in 
zekeren stand een zelfde A;-hoek past, dan heeft men, aanvankelijk 
door 20„ meer in het bijzonder den middelpuntshoek AMP (Pig. 2) 
van onverschillig welk hoekpunt P van dien Ar-hoek verstaande 
en van daar in beiderlei zin den cirkel R rondgaande , blijkbaar 

^(p»:fk = ^0mT^^, dus OO8CP„,:^,:=Z'^CO80„ CU Sin0^:^, = 

= — SinCP„, zoodat daarvoor de in het algemeen tweeledige be- 
trekking (1') samenvalt in de enkele ~ + -r — ~ = — 1, die 

O08 Ct ^ C08 p ^ 

echter, moetende gelden voor ieder der k waarden van 0„ behoo- 
rende bij de verschillende hoekpunten van den k-hoek , onder den 



vorm 



leert, dat dit slechts d^n kan plaats hebben wanneer Co8»k = 
m Co«|3^ = — 1 is. Maar juist hierdoor laat zich (1') zelve, ook 
indien men daarin 0„ thans weder opvat in de oorspronkelijke meest 
algemeene beteekenis, als behoorende namelijk bij een geheel wille- 
keurig punt van den cirkel iZ, terugbrengen tot den eenvoudiger 
vorm Co8{<p„ — 4^^:^*) = — 1, waaruit men — omdat by geleidelij- 
ken overgang van de aanvankelijke bijzondere tot de thans bedoelde 
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algemeene waarde van <p„ blijkt, dat hier van eenig positief of ne- 
gatief veelvoud van t geen sprake kan zijn — weder opklimt tot 
0m — 0m:fk = 'il^i dat is tot 2 c/)„,q: * := 2 $« ip 2 t. Geldt dus dit 
verband voor eene bijzondere waarde van 0„,, dan geldt het voor 
alle waarden : met andere woorden, past in zekeren stand een Ar-hoek 
in en om de beide cirkels, dan past zulk een veelhoek er in alle 
standen in en om; en dit nu is juist de bedoelde, door Poncelet 
trouwens meer in het algemeen voor twee kegelsneden bewezen, stel- 
ling. De in den loop dezer redeneering gevonden voorwaarde 
Co«a* = Cb«p* = — 1, dat is 2a* = 2p;t = 2t, wijst blijkbaar 
meer in het bijzonder hetzelfde uit voor de beide, naarmate k even 
of oneven is al of niet samenvallende, symmetrische Ar-hoeken van 
het geheele bij de cirkels 72 en r behoorende stelsel. 

Nog moge hier de opmerking eene plaats vinden, dat de onder- 
linge gelijkstelling der eerste leden van de tweeledige betrekking 
(1-) geeft: 
Cos0„,.{Cós(p„_;^~ Co80„^;^) _ SmCp„.{Sin(p„^i—Sin(p„.jt) ^^ 
CosoLk Cos fik 

Cot """* ^ = -r — - Cotcp^, en dat dus door verwisseling van 

2 Cosctj^ ^ ° 

rechts en links evenzeer Coi "'"* 1" "'''^^ = ^ *^* Cot4f„,i moet 

2 Coapt 

zijn; zoodat het product van deze beide form uien, waarin ^„ en ^^> 

bij twee geheel willekeurige punten van den cirkel R kunnen behoo- 

ren, nog oplevert Cb^ ^""* ^^""-^ . Cot '^'"''''^'^'"'^' =Oot0^.Cot^„.. 
6 2 

In deze uitkomst is onder anderen — door k=:,m i^m en bovendien 

4)o=Oen4/Q=0 te nemen, waardoor volgens het vroegere de 

overige notatiën en J' door a en jS vervangen mogen worden — het 

reeds bij gelegenheid van P^„=.p„ y/xy opgemerkte verband 

d 3 

Cot -^.Oot -^ z=i Cotx„,Cotfi^ als bijzonder geval begrepen. En 
<o 2 

overigens laat zich althans voor A: =: 1 de eerste der even gevonden 

formulen, namelijk Co t^'^'' t^""' ~^^ Cot(b^ = ^ Cot(p„ = 
•* 2 Cóa». ^* X ^ 

R—d 
= -fa . - Ootcp„, — die ook voorkomt bij Jacobx in Ceellb's Journal, 
JtC-f a 

S®"* Band, Seite 38 1 , en bij Dühège, Mliptische Functionen, Seite 159 — 
gemakkelijk rechtstreeks uit de figuur bewijzen, zooals blijkt door- 
dien ?!»», den hoek PPiP| middendoor deelende, uitloopt op het 
N. A, V. W. Dl. XIV. 12 
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uiteinde S van de loodrecht op PP^ getrokken middellijn SMT, 
waardoor i. BP, w = | Boo^BS = ^ Boog AT = | [Boog AP + 

+ -Boo^APJ = ^i^ wordt, terwijl iL^BP, = ^^^^» =(p^ 
is; zoodat, als men zich nog eene aan AP, evenwijdige loodlijn 

mU op BP, nedergelsten denkt. -^^^ = ^^-^^ = bÜ = 

A.J» J2 — e? 
=: = — = — — ~ blijkt te zijn , hetgeen met het vorenstaande niet 
Dfn R'\' d 

anders dan een verschil in notatie oplevert. 

Wat nu betreft de algemeene meetkundige beteekenis van (1'), die, 
zooals reeds vroeger opgemerkt, in vorm geheel met (1) overeenstemt, 
deze valt in het oog", wanneer men er op let, dat (1) niet alleen het 
verband geeft tusschen de hoeken (p en (^,, behoorende bij de uit- 
einden eener den cirkel r rakende koorde van den cirkel i2, maar 
dat ook omgekeerd, zoodra aan (1) voldaan is, de overeenkomstige 
koorde den cirkel r raakt, waarvan de samenhang met den cirkel R 

T 

bepaald wordt, doordien de beide noemers geven a?=-- — - en 

jK-— a 

y = _ , , . Derhalve zal ook, by de beteekenis die aan é^ en 
R\ a 

0m^:k gegeven is, iedere door dergelijke hoeken bepaalde koorde van 
denzelfden cirkel R — dat wil zeggen, iedere koorde uit een willekeu- 
rig punt van dien cirkel getrokken naar het eindpunt van een van 
daar in den eenen of den anderen zin uitgaand stelsel van k aaneen- 
sluitende en alle den cirkel r rakende koorden — juist omdat (P„ en 
0„:fk steeds aan (1") voldoen, weder rakend zijn aan een derden 
cirkel, wiens middelpuntsafstand ^^ van M en wiens straal r^ te 

vinden zijn door Co««;t=z: — — y en Cos^i =z . Alle dergelijke 

R — dji R-f a^ 

cirkels voor verschillende waarden van het getal k hebben met de 
beide oorspronkelijke 72 en r de radicale as gemeen; want noemende 
bij voorbeeld c de loodlijn uit het middelpunt M op de radicale as 
van de cirkels R en r^ neergelaten, moeten de raaklijnen uit haar 
Toetpunt aan deze cirkels getrokken even lang zijn; hetgeen alzoo 

ter bepaling van c geeft c' — R* =z [c — d^y — r* ^ of c = r-j ; 

*»* 

en schryft men nu op grond hiervan en van de betrekking (4): 
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e—R_ [R^d,y-^r\ _ r\[Sec^ci,— l) _Tg^ct, _ Tg^ 

dus c onafhankelijk van k, dan ziet men het gezegde (dat door 
PoNGELET, in plaats van voor cirkels, meer in het algemeen bewezen 
is voor het overeenkomstige stelsel van kegelsneden met vier gemeen- 
schappelijke snijpunten) bevestigd. Tot het volledige stelsel van cir- 
kels met deze gemeenschappelijke radicale as — hetgeen dus, boven en 
behalve het eindig aantal zoo even voor geheele waarden van k be- 
schouwde, nog een oneindig aantal andere omvat, en voor al welke 
cirkels het vorenstaand verband tusschen d^ en r^, (waarin men 
dan k als vloeiend veranderlijk kan opvatten), dat is het verband 
{c-d,-V(c'-R')] {c-^, + l/(c^-/?«)} =:rS, geldig blijft — be- 
hooren in ieder geval ook de twee zoogenaamde grenspunten als cir- 
kels, wier straal r* = O is en wier middelpuntsafstanden, die dan 
blijken {d\ d") = c^i v/(c* —R^) te zijn, dus tevens met iederen cir- 
kel {d^^Tj,) van het stelsel samenhangen volgens {d'-d^^d^-^dk^ = ^* *. 
Vooreerst liggen dus — zooals te voorzien was, juist omdat de ge- 
meenschappelijke radicale as ook voor deze beide cirkels met straal 
nul moet gelden — de twee grenspunten op gelijke afstanden , tevens 
gelijk aan de raaklijn aan cirkel R en aan alle overige cirkels, we- 
derzijds genoemde as; ten andere ligt ieder grenspunt op de pooUijn 
van het andere ten opzichte van een willekeurigen cirkel (dj^y r^) 
van het stelsel (dus ook , voor rf^ = O , ten opzichte van den cirkel 
R)y met andere woorden deelen zij de middellijn van iederen cirkel 
harmonisch. (Zie hierover onder anderen ook Chasles, Geometrie 
supérieure y 1852, 4« Section, Chap. 35, page 533). 

Dit een en ander kan betrekking hebben op twee geheel onaf- 
hankelijk van elkander gekozen oorspronkelyke cirkels i2 en r; maar 
zijn deze nu meer in het bijzonder zoodanig, dat een zelfde «-hoek 
er in en er om past, dan zijn de even beschouwde door h bepaalde 
koorden niet anders dan de diagonalen van de T(^^ orde (zijnde die 
der 1*'« orde de zijden zelve) van het zooals gebleken is alsdan on- 
eindig aantal passende «-hoeken, of wat hetzelfde is de zijden van 
een oneindig aantal stervormige «-hoeken — voor het geval van « 
deelbaar door h overgaande in een oneindig aantal stervormige stel- 

« 
sels van h bijeenbehoorende --hoeken — , die dus, allen ingeschre- 

ven aan denzelfden cirkel 72, voor iedere bepaalde waarde van h 
omgeschreven zijn aan den daarbij behoorenden cirkel (rf*, r^) van 
het stelsel. En is het, nog meer in het bijzonder, een even veel* 

12* 
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hoek, bij voorbeeld een 2 ««hoek, die in en om de cirkels R en rpast, 
dan komt hier nog de eigenschap bij, dat alle diagonalen van de »^« orde , 
die dus twee overstaande hoekpunten verbinden, of zoogenaamde hoofd- 
diagonalen van het oneindig aantal passende 2n-hoeken elkander in het 
binnengrenspunt snijden : immers in dat gevid heeft men 2»„ = 2^, = 7, 
dus r„ = (/i'-d^) Q>8et„ z=(B + d„)Co8P„ = O, welke formulen voor- 
eerst eenstemmig den straal r, van den deze hoofddiagonaleu raken- 
den cirkel gel^k nul doen kennen, en ten andere onder den vorm 

d„z=zB " " diens middelpuntsafstand aanvankelijk wel is 

waar onbepaald laten, maar toch — indien men in aanmerking 
neemt, vooreerst dat wegens Sin a „ z=. Sin ^ „ =:• •\- \ en wegens de 

betrekking (4) hier mag geschreven worden d„z=^ R —- = 

Ta 3* ^Tqd, 
= ^ m"ö m — > ^^"^ andere dat in het zoo straks gevonden ver- 

band -— = ■ ^ ' de beide tangenten positieve waarden hebben — 

daarvoor ge.en <i. = ;e ^^±|^£Z|) =,,_,.(,, _^,) =^. 

ten blijke dat, zooals zich verwachten liet,- hier alleen het binnen- 
en geenszins het buiten-grenspunt voldoet. 

Bij Ch^sles op blz. 534, en op andere wijze bij Dubèqe op blz. 
152, vindt men ook bewezen, dat de lijn, uit een grenspunt van twee 
cirkels getrokken naar het raakpunt van den binnencirkel met eene 
koorde van den buitencirkel, den hoek middendoor deelt van de 
lijnen naar de uiteinden dier koorde. AJs gevolgen van deze stelling 
kan men dus nog aanstippen: l^. dat iedere zijde van een in- en 
omgeschreven gewonen of stervormigen veelhoek in het raakpunt 
wordt ingedeeld in twee segmenten, evenredig aan de afstanden van 
hare uiteinden tot onverschillig welk der beide grenspunten; 2°. dat 
dus — zooals trouwens zelfs geldt voor lederen veelhoek, die wel 
om, maar niet in een cirkel past, omdat de twee in een zelfde hoek- 
punt van zulk een veelhoek samenkomende segmenten telkens gelijk 
zijn — de beide producten der niet aansluitende segmenten van alle 
zijden gelijke waarden hebben; 3°. dat voor even veelhoeken, om- 
dat de hoofddiagonalen allen door het binnengrenspunt gaan, dit 
ook het geval is met de verbindingslijnen der overstaande raakpun* 
ten, die bovendien de hoeken dezer diagonalen middendoor deelen; 
4*. dat voor even veelhoeken elke twee overstaande zyden in hare 



161 

raakpunten evenredig worden ingedeeld; 5®. dat meer in het bijzon- 
der bij den vierhoek de beide verbindingslijnen der overstaande raak- 
punten loodrecht op elkander staan. 

Wij stellen ons vóór thans nog na te gaan, hoe men uit twee gege- 
ven cirkels {d^ , r„) en (rf* , r^) van het beschouwde stelsel de beide 
bijbehoorende cirkels (d^^:^, ^«q:*) kan bepalen. Daartoe kan men 
uitgaan van de ter gelegenheid van (1") reeds opgemerkte algemeen 
gemaakte betrekking (V), die zich van (1*) zelve slechts onderscheidt 
door vervanging van de notatiën (p door a, en dus na deeling door 

1 Tax„,Tqee, , * 
Cb«a„.Cb«a*.Cb«a„x* te schrijven is: --— r — + — ' "T = 

Denkt men zich nu evenzeer de algemeen 



C08X„,C08»i.C08U„zfk 

gemaakte betrekking (2') nedergeschreven, die men hieruit door ver- 
wisseling van rechts en links, dat is van « en j3, afleidt, en neemt 
men dan het verschil van beider producten met c + 72 en c -li^ dan 

verkrijgt men — omdat uit het gevonden verband _ = ^ ^ * = 

-{o-B)Tg*^,}\[{c\B)-{e-B)}=z'iR en (c-\-R)Tgoi..Tgx„^,- 
-(c-iJ)r^P„.2'^,3.:p. = 0. -defonnule ^_^^__ - 

= (y2 + e?^)Cb»l3* en van de overeenkomstige waarden van r„ en 
^«qi*, onder den vorm {c \U){li''d„][R- dj,){'R'^d^^k')'^ 
-((?-i2)(i2 + e?,)(72 + t?,)(/2 + ^.:pO = 25r,,r,r„^, reeds eene 
betrekking tusschen de drie middelpuntsafstanden rf„, e/*, d^^^ en 
de drie bijbehoorende stralen r„, r^^, r,:^^ geeft. Maar wil men 
dfze betrekking nu zoodanig vervormen, dat zij alleen de drie ge- 
noemde afstanden, en wel rationeel, bevat, dan dient men — lettende 

CoaoLy R-Vdu 
""^ Ö^,—irrd, *"" ""P (B-d,Y8in^c,,:={R^d,Y--r\ = 

= 2(0-^ n)di en evenzoo voor de aanwijzers m en m'^k — de even 

gevonden formule onder zoodan igen vorm te brengen, dat zij geene 

cosinussen of sinussen op zich zelve, maar niet anders dan verhoudingen 

van cosinussen en vierkanten van sinussen bevat. Daartoe is zij vooreerst, 

iT • L Cosa„,Coseti,.Coscc„:r,t . i . 

na vermenigvuldiging met ~ — ^ — ^ en vermindering met 

c— Il 



162 



, te schnjven als 1 — — j, — a " ^^ 



2B 

2D 

= ^«(Co*a«.fo*a*.CV>*a«j:* -1); en hierin kan men ten andere 

ook aan het tweede lid den gewenschten Tonn geven, doordien de 
reeds behoudens vervanging van ^ door % beschouwde (1') bij ver- 
menigvuldiging met CoBAki oplossing van den tweeden term en vier- 
kantsverheffing oplevert : 2 ( Coi ci„ . Cos e^^ , Coê cc„^:f l) =z 

= Coê^ »„ . Cos* a,„,^, \ Cos* et, — ^jiy Sin* ct„.Sin* «.:f:, - 2 = 

(Ci>ê* et \ 

Deze waarde alzoo in dat tweede lid invoerende en voorts, na 
vermenigvuldiging met {{B.'-d„Y{B — di)*(R''d^^k)*y ook voor 

- en [R — di)* Sin* A, en de overigen hunne zoo even medege- 

deelde waarden substitueerende , verkrijgt men voor de verlangde 
betrekking: -{R-d.){R^d,){R-d^^,) {R*{d^A^.d,\d.:^,) •\- 
^d^d,d„^,)\R[d.{R-d,y{R-d„^,YJtd,[R d^:^,y(R-d,)*^ 
•\'d„^,{R-d,,)*{R^d,)*)^^R*{e-''R)d^d,d„,^, = (), die echter 
nog wel zoo eenvoudig te schrijven is, indien men opmerkt, dat hierin 
bepaaldelijk voor den tweeden term — krachtens ontwikkeling van de 
identiteit: [^Rd^-\-(R-d„y-) [^Rd,^(R-d,y] [^Rd^:^,^ 
'{{R'd„:^,)*\ = [R\d^)*{R\d,)*[R\d^::^,y —Y2^x^ genomen worden 

\{[R\d^y{R^d,y(R\d„^,y^{R-d^y{R^d,y[R-d^^,y]- 

^UR*dJ,d^^, ={R*-^R{d,d.:^Ad.z^kdAdJ,)\ [R*{d.-{d,Jt 

+ 8jB' d„d, d„^,-4^R* d„d,d„,:^, (t?,„+ d, + d„,:^,\ waardoor men na 
nog eene kleine herleiding vindt: [d^di, d^^^k^R^ {d„-\ ^*+e?,„:p*)} * + 
'{AR*{Ud,d,d„.^,^R*{d,d,:^,Ad„^,d^\d,d,)]=^. Deze 
betrekking is van den tweeden graad in ieder der drie middelpunts- 
afstanden dy die er symmetrisch in voorkomen; zoodnt by voorbeeld 
voor gegeven d^ en d, de beide wortels naar behooren zijn ^..^ 
en (fm+*» Is meer in het bijzonder voor den 2 «-hoek (f^ = ^, = 
= (/ =: de middelpuntsafstand van het boven beschouwde gemeen- 
schappelijke sn^punt der hoofddiagonalen of binnengrenspunt , waar- 
voor wegens den b\jbehoorenden straal r'^0 dus e=;:< 



Stf 
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is, dan gaat door deze waarde van c de gevonden betrekking over 

-i2*(^,+ (?.:p,)} = of {d'd,d„:^,^R'{d,-^d„^,)^R'd'y=0. 
en geeft dan, zooals te verwachten was, twee gelijke wortels, namelijk 

^"''-'^^^'-^R^^ad, • 

Tot besluit van deze afdeeling van ons opstel deelen wij nog een 
en ander mede omtrent de berekening van de waarden, die de noe- 
mers CoBOLky en bij verwisseling van x en y ook Co$Pk, in de alge- 
meene betrekking (1") voor de opvolgende k verkrijgen. Op meer 
dan ééne wijze kan deze berekening plaats hebben. Vooreerst door 
middel van de vierkant s vergelijking in Cb«aOT:pi» waarvan reeds onmid- 

o 

dellijk bij (1') gesproken is. Ten tweede door in Coso^k = 

de waarden te substitueeren, die althans voor ^ =: 1 , 2 , 3 , 4 reeds 
in den aanvang voor Cot— zijn opgemaakt. Ten derde door op 

grond van de betrekking (4) in Co««^ = — fprix— — rr = 



— ,•/ 1 /^ /i . i\ — ,•/ i 1 11 t; ^® bekende waarden van 

Pk te substitueeren. Ten tierde door daarbij voor de uitrekening 
van dezen laatsten noemer, waarvan men vooruit weet dat hij zich 
tot eene rationeele functie van a? en t/ moet laten terugbrengen, ge- 
makshalve te letten op hetgeen de verdubbelingsformule voor de 
functiën ^ in verband met de eerste van het vroeger voor deze en 
voor de functiën jjl gebezigde viertal formulen leert, namelijk 

|/(x»i?\ + l-x^Xi/'pS + l-y«) = ^(;>\-l)(^*+,'P*.,), en tevens 

op de later bij de afzonderlijke beschouwing van tellers en noemers 
der functiën f gevonden formulen «**— <** = »;t-i^*.n.i(xt/)"*'*"^~'^ 

en ^*-,»*+i — «*_i^* + i ==7"^; uit de verbinding toch v«n deze 

verschillende formulen volgt 
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zoodat men ieder dezer beide, alleen door verwisseling van x en y 
van elkander onderscheiden, wortelvormen evenredig te nemen heeft 
aan een der beide op dezelfde wijze zich onderscheidende factoren 
(zie het reeds bij het overzicht der fanctiën p aangeteekende ten aan- 
zien der noemers van p^ , /?,, Pq^Pq), waarin zich het quotient 

'* =\(j^k-ink + i^nk-i'^i+i) ^oei laten splitsen. Ten vijfde 

verdient het opmerking, dat men telkens Cosx^^.^ rationeel kan uit- 
drukken, al is het niet in den voorafgaanden Cos ei ^ alleen, althans 
in Co8»i en den bijbehoorenden Cos^,,: immers, indien men in (1'), 
bij vervanging van m door k, als coëfficiënt van den eersten term 
beschouwt de eenheid onder den vorm dien (1') bij vervanging van 
<p door a geeft voor mzzzl, en dan den tweeden term van 

(V) oplost, kan men schrijven ^-^ = 1 — 

Co««*.(7o*a* + , /Co8Xy,Co8Xj^ + ^ Sinxi.Sinai + i\ 

CÖTü] \ Cos cc j^ "*" Cos fik / ~ *^ ^*4t — 

Tgct^^Costik^Sincik^^.Coseci,^^ i,- • i j • i i. ^ 

— -^ — = — - — ; en hierin de drie termen van het 

Cosfii 

eerste en het derde lid in volgorde deelende door de drie krachtens (4) 

gelijke waarden /^^/Sma^.iSï» a ;t + i.6o««^ + i =j:?^^.^ To^a^-^Sï»* «^ + ,i= 

= T^ a i . Cb» «5 * .iSï» a ^ + 1 . Co« « ;t + j , verkrijgt men de terugloopende 

betrekking = ^ - , die, bij de bekend- 

yPkCosA^^^ Pi^^CosXi Cosfii 

heid met de functiën p^ en Pt + tt blijkbaar aan het voorgestelde 
doel beantwoordt; Van welke der aangegeven rekenwijzen of van 
welke andere men zich overigens bediene, men vindt gemakkelijk, 
als men zich bij voorbeeld tot de vier eerste waarden van het rang- 

s 



cijfer k bepaalt, de volgende uitkomsten : Cosx^ = x, Cosx, = — 



8^2y^' 



Deze uitkomsten kunnen onder anderen dienen om, als de betrek- 
king van afhankelijkheid tusschen x en y voor eenigen «-hoek ge- 
vonden is, daaruit de overeenkomstige betrekkingen voor de kn- 
hoeken af te schrijven, wier aantallen zijden dus willekeurige veel- 
vouden van dat van den «-hoek zijn: op grond van het boven be- 
wezene — dat namelijk als een Ar «-hoek in en om een cirkel past, 
zijne diagonalen van de k^^ orde een stervormig stelsel van k bijeen- 
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behoorende «-hoeken vormen, dat, ingeschreven aan denzelfden cir- 
kel, weder om een anderen cirkel past — is het toch duidelijk, dat in 
zulk een ^«-hoek Cos»^ en Cos^,, dezelfde waarden hebben als 
Co8 oL^ of a? en Cos j3 , of y in den «-hoek ; zoodat men niets anders 
te doen heeft dan in de bekende betrekking x tn y zelve te vervan- 
gen door de in a? en y uitgedrukte CoseCk en Cos^i, Bij voorbeeld 
voor den 2»-hoek, als men ter onderscheiding de daarbij behoo- 
rende grootheden door accenten aanduidt, moet in de betrekking 

voor den «-hoek gesubstitueerd worden x = Co8oi,\z=, — ; — --7^ z=z 

= 1:^^1+71+1* ''' ^^"^ """^ ^''''^ yerwisselingy.zz ^,^_^^^^^^ ; 
welke formulen — indien men daarin overeenkomstig het reeds vroeger 
ten aanzien der notatiën in de verdubbelingsformulen (8) en (9) van 

EiCHELOT gezegde , x = - , f/ = - , x =-, , y' = -, stelt — inderdaad 
q p q p 

met deze laatsten samenvallen, terwijl zij overigens door omgekeerd 

x' en y' uit te drukken in re en y ^^^ de meer eenvoudige 

x^=.-^ ^ en 1/'* = ?-^ zouden opleveren. Zoo verkrijgt 

men, de betrekking /?', = of iC + y-l=rO voor den driehoek 
schrijvende onder den vorm a;|/ -(1 -a;)(l— y) = O, en hierin a? 

en y vervangende door (7o«a., = -— r en Co«l3j=: -— -, 

•' ° - B — 2?/* ' * — 2a?* 

de betrekking voor den zeshoek dadelijk onder den vroeger op andere 

wijze gevonden vorm «* — 4(1 — a?*)(l — 1/*) = of p, = 0. Zoo 

komt , om een ander voorbeeld te nemen , door in diezelfde driehoeks- 

/p/«ï— 4(1 x'^)(\ y^)\ 

betrekking x en y te vervangen door Co8:&^ =— * — 1 1 a 1 /i — ^\ 

en Cb« P 3 =: ^ — -^ — :— ■ ^ , en daarbij, krachtens de in den 

« + ^y (1 — y ) 

aanvang medegedeelde waarde Cot -^ = • ^-j-z \J , 

a» 2 

te letten op 1 — Co^aj = 2>S''«* -^ = 



Cot^^^l 



— ^ -ry-r ; \ jT y V 1 ^ gj^ evenzoo op 1-00$^^ = 



«*+4ar*(l-ar') 
,2 + 42/^(1—1,») 



, de betrekking voor den negen- 
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hoek onder denzelfden vorm xy h^ — 4(1 — a?*)(l — t/*)}* — 
— (1 — ar)(l — ^)(a? + f/+ l)*(s — 2xy)^ = O, die reeds boven bij de 
ontbinding van p\ in p\ en in een anderen factor verkregen werd; 
terwijl men, door dezelfde Oosx^ en Cö«|3j in de plaats van x en 
y rechtstreeks in te vullen in den oorspronkelijken vorm ic-|-y-l=:0 
van de driehoeksbetrekking, daarentegen voor den negenhoek de be- 
trekking zou gevonden hebben onder een anderen vorm , waarop 
toen reeds werd gedoeld, en waaronder nog meer onmiddellijk in het 
oog springt, dat deze betrekking slechts tot den 9<*«" graad opklimt, 
namelijk {s*— 4(1— a?»)(l— y*)}.[a?{«* + 45^»(1 — 1/)} + 
+ y{«* + 4aj«(l— X*)}] — {«H4a;»(l— a;*)}{«H4!/*(l— y»)} = 0. 
Evenzoo verkrijgt men voor den twaalf hoek, door weder van 
xy — (1 — x){l — i/) = O voor den driehoek uit te gaan, maar daarin 

,. , , ^ «*— ]6a;»j/»(l— ^M(l~!/M 
thans ar te vervangen door Co8ct.==. —rr-r r- 

2 
en dus 1— j? door 1 — Cb«a4= = 

= / ft > , w TTTTk — r-TT-i rr» alsmede w en 1 — v door 

hetgeen hieruit bij verwisseling van re en y komt, de vroeger vol- 
gens EiCHELOT opgegeven betrekking van den IC*"" graad. En ein- 
delijk zou men voor den vijftienhoek op dezelfde wijze kunnen han- 
delen, door namelijk in ^r + t/ — 1 = te vervangen x en rj door 
Co8x^ en CoajBg, die, ofschoon hiervoren niet uitgerekend, waar- 
schijnlijk in den teller tot den IS**®"* en in den noemer tot den 12'*®'» 
graad in x en y zullen opklimmen, en dus bij substitutie dezelfde 
betrekking van den 25»*«" graad zullen opleveren, die reeds vroeger 
bij de splitsing van p\ in p\ en in een anderen factor als teller 
van dezen laatsten te voorschijn kwam; maar ook wederkeerig zou 
men , voor den vijftienhoek , in de betrekking p\z=z O van den vijf- 
hoek X en y kunnen vervangen door Co8a^ en Cosfi^, waardoor 
nu blijkbaar eene betrekking van den 27***° graad zou komen, on- 
getwijfeld identisch met die, welke men vindt door uit p\ (in teller 
en noemer van den 28*^*" graad) alleen den factor p\ (teller en noe- 
mer van den 1*^®" graad) uit te lichten. 



Na in het voorgaande vrij uitvoerig gehandeld te hebben over 
vlakke veelhoeken, die in en om een cirkel passen, gaan wij thans 
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oyer tot het overeenkomstige vraagstuk op den bol, alwaar wij dus, 
den straal eens en vooral als eenheid aannemende, een door groote- 
cirkelbogen gevormden veelhoek beschouwen, die tegelijkertyd inge- 
schreven is aan een kleinen cirkel en omgeschreven aan een anderen 
kleinen cirkel. Zooals reeds in den aanhef van dit opstel werd ge- 
zegd, stellen wij ons in deze afdeeling hoofdzakelijk ten doel aan 
te wijzen, hoe de reeds door Richelot aangegeven weg om uit de 
betrekking tusschen de stralen en den afstand der middelpunten van 
beide cirkels voor het vlakke geval te komen tot de soortgelijke be- 
trekking voor het bolvormige geval, vrij eenvoudig meetkundig kan 
worden gevonden. Dit op een veelhoek van een willekeurig aantal 
zijden toepasselijke onderzoek willen wij echter doen voorafgaan door 
eene op zich zelve staande meetkundige afleiding van de bedoelde be- 
trekkingen voor den driehoek en voor den vierhoek, zoowel in het platte 
vlak als op den bol ; waarbij wij , zooals reeds herhaaldelijk is gezegd 
voor het vlak, en zooals ook zal blijken voor den bol, ons zonder de 
algemeenheid te schaden mogen bepalen tot het geval van symmetrie. 
Laat dan, in verband met de vroegere notatiën, in Fig. 8 
APj P, vooreerst een symmetrischen of gelijkbeenigen vlakken drie- 
hoek verbeelden, waarvoor de stralen van om- en van ingeschreven 
cirkel zijn R en r, de afstand Mw hunner middelpunten gelijk d 
en de middelpuntshoek AMP, :=. 2a, ; dan heeft men de identiteit 
2 Sin} «j— (1 — (7o«2a,) = slechts met R{R-d)^ te vermenigvul- 
digen, om uit de figuur dadelijk de betrekking 2i2 {(iZ — é?)* — r* } — 
^{R^dy[R^{d- r)} = O af te lezen, die, bij uitlichting van den 
blijkbaar oneigenlijken factor i2-(?f r, wordt %R[R-'d-r)--[R-d)'^ =. O, 

of 72»-2jKr-rf* = 0, of ook :^^ + ^^-F" 1 = ^^ dat is de 

M'-^a IC-f a 

vroegere x^y—i =0. Of, wilde men den genoemden oneigenlijken 

factor geheel ontwijken, men zou daartoe kunnen opmerken, dat 

BPi||wa loopt en dat dus wegens ^P, wB = LP» wa =LmPi B 

ook BVi=.'Bm:=: R-^-d is, zoodat nu de figuur geeft 22+ d:2Rz=z 

= riR'-d of R^-d* = 2Rr, als zoo even. 

Voor den vlakken vierhoek AP,BPj (Pig. 4) is de zaak nog 

wel zoo eenvoudig. Hier heeft men wegens L^ma := LmBl^^ =z 

= |£.AMP4=«i dadelijk ^--^ = a«a, en ■;gT^ = -Si»» « , , 

waarvan de som der vierkanten geeft + ■ = 1 of 

[ic-ay (R + dy 

ajï+l^» — 1=:0, zooals behoort. 
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Stelt daarentegen dezelfde Fig. 3 een gelijkbeenigen boWormi- 
gèn driehoek APjPj voor, met M en w als polen van den om- en 
van den ingeschreven kleinen cirkel, die nu de bogen MA = MBi=: 
= M P , = iZ en maz=ir tot bolvormige stralen en den boog 
Mw =1. É? tot afstand hunner polen hebben, dan geven drie der in 
de figuur voorkomende rechthoekige bolvormige driehoeken de formu- 
len Co8R=iCotet^.CotA, Sinr =i Sin[B-d).SinA en Tg{r-d)=i 
-zsz — TglCCoilot,^^ tusschen welke de eliminatie van de beide hoe- 
ken «1 en -d^ de verlangde betrekking in i2, r en rf moet opleveren. 

Daartoe heeft men bij voorbeeld in de identiteit Cof^ a,^ -=. — - — ï 

^ * i-Co8 2st, 

slechts te substitueeren voor Cot^ «, de uit deze twee eerste formu- 
len, en voor (7o«2«, de uit de derde formule volgende waarde, om 
Cos^ RSin^ r _ Tg Rj- Tg{d^r) _ ^^(7^+ d-r) 
te ver njgen sin^f^j^'-^^^Sm^r~ Tg Ii-Tgid''r)~ SiniH^-d+rY 
zoodat, daar hier de eerste noemer blijkbaar door den laatsten deel- 
baar is, ook hier weder een oneigenlijke factor Sin(R'-'d+r) (over- 
eenkomstig met den zoo even voor het vlakke geval vermelden) is 
uit te lichten, waardoor men nederkomt op Cos'^ R , Sin^ r -= 
= Sin{R-r-\' d), 8in[R- r- d) of, wil men liever, Cos"^ R,Sin^ r = 

Voor den symmetrischen bolvormigen vierhoek APjBPj eindelijk 
(zie weder Fig. 4) heeft men in denzelfden geest, door zoowel 
uit M als uit m loodrechte bogen op AP| en op BP, neder 
te laten, de vier formulen CosR =. Cotc&^.CotA :=: Tg»^,CotB tn 
Sin r=zSm{R- d).Sm A = 5m (7? + d). Sin B, tusschen welke alzoo 
de drie hoeken «tj, A en B te elimineeren zijn, waartoe zij geven 

Co8'R=CotA,CotS of Co8'R= ^1,^'f-^ . ^'".'^^1^ , dat is 

Sm^A Sin^ B 

Co8''R.Sin^rz=z{Sin^{H''d)''Sin^r} { Sin^R + d) -- Sin^ r) of, wat 

hetzelfde is, Cos' R.Sin" r = Sin(R-^-r'\'d}.Sin{R'\'r-d),8}n{R-r'{d). 

»Sin{R-r''d}, of nog, wijl nu het tweede lid eene verwisseling van 

ren d toelaat, Cos''R.Sin'r=L{SinHR'\ rysin^d} { Sin\R'r)-'Sin''d) . 

Gaat men , door (7o« ƒ? = 1 te stellen en voorts alle sinussen door 

de (oneindig klein gedachte) bogen te vervangen , van de bolvormige 

gevallen weder tot de vlakke gevallen over, dan leeren de twee laatst 

gevonden betrekkingen die voor den vlakken driehoek en den vlakken 

vierhoek nog kennen onder de vormen r* z= (JR- r + «?)(ƒ?-- r — <?) 

en r* = (/?fr-|-^7)(/?+r-^)(B-r + rf)(«-r-e/). En wederkee- 

rig kan men blijkbaar van deze beide vlakke betrekkingen weder tot 
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de overeenkomstige bolvormige opklimmen door /? + r, 7J— r en e? te 
vervangen door Sin(R + r)y Sin(H'r) en Smd, of, wat hetzelfde is, 
R, r en d door Sin R.Cos r^ CoaR.Sinr en Sind, of, wat wegens de 
gelijkslachtigheid weder hetzelfde is, jR, r en d door TgR^ Tgr en 

-r — ^ . Deze substitiitiën nu zijn juist dezelfde, die door Kichelot 

CosR,Co8r ^ ^ 

in den 5«° Band van Ceelle's Journal y Seite 266, als Theorema 3, 

... R TgR a Sina . , . . 

en wel onder den vorm - = -- — en - = - — tt^t, — (waarin a het- 
r Tgr r CosR.Sinr^ 

zelfde beteekent als d hierboven), bewezen zijn voor in- en omge- 
schreven veelhoeken van een willekeurig aantal zijden den overgang 
te vormen van het platte vlak tot den bol: en wij gaan er dan ook 
toe over, dit theorema langs meetkundigen weg terug te vinden, na 
ons echter eerst nog de volgende uitweiding, al is die voor het ver- 
dere niet volstrekt noodig, veroorloofd te hebben. 

Indien in of buiten een kleinen cirkel A A' B B' (Fig. 5) op een 
bol twee groote-cirkelbogen AOB en A'OB' zich in een willekeurig 
punt O snijden, kan men vooreerst bij voorbeeld als volgt het ver- 
band tusschen de vier segmenten OA, OB, OA', OB' opmaken. 
Zij O Mo de uit O getrokken middellijn van den bol, op welke als 
doorsnede van de beide cirkelvlakken AOB en A'OB' dus ook het 
snijpunt P der koorden AB en A'B' ligt, dan heeft men, in de 
eerste plaats den vierhoek AOB o beschouwende, waarin de beide 
hoeken -^^ en ^ recht zijn en de beide hoeken O en o als elkanders 
supplementen gelijke sinussen hebben, en daarna de hier voor den 
boog AOB te vinden uitkomst ook op den boog A'OB' overdragende, 

OP AAOB OA OB mr^.mr^r. ^ O A ^ OB 

7p = II7b=^-o-b=^^^^^-^^^^^=^^^-^^^= 

= Tg -r— »Tg——; zoodat de gelijkheid der beide laatste leden het 

gevraagde verband aangeeft. Nog wel zoo eenvoudig zou men het 
verkregen hebben door stereographische projectie uit o op het lood- 
recht op O o staande middelvlak, waarbij de projectiën der vier pun- 
ten A, B, A', B' weder in een cirkel komen te liggen, en het bolvor* 
mige geval dus inderdaad tot het vlakke is teruggebracht, dat dan, wijl 

de projectiën van OA, OB, OA', OB' worden Tg-^, Tg —y 

O A ' O B' 

Tg——, Tg—^y onmiddellijk het even gevonden verband terug- 
2 2 

geeft. (Het komt onder anderen, ofschoon zonder bewijs daar ter 
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plaatse, ook voor iu eeue verhandeling van J. Stbiner: „Verwand- 
lung und Theilung spharischer Figuren durch Construction" in Crelle's 
Journal, 2^ Band, 1827, Seiten 45—63, en wel op Seite59). Eu 
wat nu verder de verhouding der koorden AA' en BB' betreft, 
daarvoor kan men op grond van de gelijkvormigheid der driehoeken 

APA' en BPB' schrijven ^^ = p- - = ~ , dus YW^ = 

PA PA' SinOk SinOk' .,,,,, . , . 
= PB- PF= ^iOB • S^^OB" "^^«^^^"^' ^^^^^ ^^ ^' '''' ''^' 
menten, wier onderling verband zoo even werd opgemaakt. Dit een 
en ander geldt in het algemeen voor eindige AA' en BB.' Maar 
worden deze tegelijk met de overstaande hoeken AOA'en BOB' on- 
eindig klein gedacht, dan verschillen de verhoudingen van OA' tot 
O A en van OB' tot OB ook slechts oneindig weinig van de een- 
heid, en heeft men dus nog eenvoudiger -5-:^= • . -; zooals 

B x> Sm O B 

trouwens voor dit geval ook rechtstreeks blijkt, doordien nu de koor- 
den of elementen AA' en BB' van den kleinen cirkel mogen wor- 
den opgevat als elementen van den in A of in B rakenden grooten 
cirkel, en bijgevolg de kromlijnige driehoeken AOA'en BOB' als 
gewone bolvormige driehoeken, die^dan door den sinusregel, en ge- 
let dat de snijdingshoeken OA'Aen OB'B van den kleinen cirkel 
en den grooten cirkel A'OB' elkanders supplementen zijn, geven 

AA' AOA' BOB' BB' . ^ . 

^0-A = ^,iÖAT=^OB^B =^^^' movereenstemming met 

het even gevondene. Deze uitkomst baant onder anderen op eenvou- 
dige wijze, en in den geest van hetgeen voorkomt bij voorbeeld bij 
Chasles, pages 530 — 532, den weg tot een zelfstandig bewijs, dat 
ook voor de bolvormige figuur de stelling van Poncelet omtrent 
het oneindig aantal in en om een gegeven cirkel passende veelhoe- 
' ken van een bepaald aantal zijden geldig bligft. Immers, men denke 
zich, dat in zekeren stand een bolvormige veelhoek A BOD.. HIK 
mogelijk is, waarvan zoowel alle hoekpunten op zekeren kleinen cir- 
kel liggen als alle zijden van AB tot en met KA een anderen klei- 
nen cirkel opvolgend in a, è, c, d,, » A, t, k raken; aan het hoekpunt 
A bij voorbeeld worde nu op den eersten cirkel eene elementaire 
verplaatsing in een of anderen zin, stel naar A', gegeven en van 
daaruit een nieuwe veelhoek A'B'C'D'. . , H' I'K' om den inge- 
schreven cirkel gelegd in dier voege, dat de opvolgende hoekpunten 
B' tot en met I', evenals met A' het geval was, op den omge* 
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schreven cirkel blijven liggen; dan moet bewezen worden, dat dit ook 
met het laatste hoekpunt K', dat is het snijpunt van de uit 1' en 
uit A' rakend aan den binnencirkel getrokken zyden, het geval zal 
zijn. Onderstel het tegendeel: die beide zijden geven dan op den 
buitencirkel, in plaats van één gemeenschappelijk snijpunt K', twee 
verschillende snijpunten K" en K'", en door herhaalde toepassing 
van de zoo even tusschen A A' en B B' gevonden verhouding heeft men 
dan, daar toch de genoemde raakpunten a tot en met k geacht mo- 
gen worden tevens de snijpunten te zijn telkens van twee gelijkna- 
mige zijden A B en A' B' tot en met K A] en K' A', en daar boven- 
dien telkens Ba = B5 tot en) met Ak=zAa is, 
AA' BB^ CC^ IV KK!" _ Sinka SinBè SinCc Sinli SinKk 
BB'*CO' •DD'*"KK" ' AA' ~ SinBa' SinCb' SinDc' " SinKV Sinkk 
waaruit volgt KK'" = KK", ten blijke van het samenvallen der twee 
verschillend onderstelde punten K" en K'" in één op den buitencir- 
kel liggend punt K'. Het verlangde hiermede voor eene oneindig 
kleine verplaatsing van eenig hoekpunt A bewezen zijnde, mag men 
daaruit door eene opeenvolging van dergelijke verplaatsingen hetzelfde 
besluit trekken ten aanzien van eene eindige verplaatsing. Wij her- 
halen echter dat dit afzonderlijke bewijs overbodig te achten is, wan- 
neer men toch uit anderen hoofde — op de wijze bij voorbeeld, die 
thans volgt — het geheele bolvormige geval tot het vlakke terugbrengt, 
daar men dan voor dit onderdeel met een beroep op de stelling zelve 
van PoNCELBT kan volstaan. 

Indien men een in en om een kleinen cirkel passenden bolvormi- 
gen veelhoek van uit het middelpunt van den bol projecteert op een 
geheel willekeurig plat vlak, ontstaat blijkbaar een vlakke gelijkna- 
mige veelhoek, ingeschreven in zekere kegelsnede en omgeschreven 
aan eene andere. Men kan zich nu voorstellen, dit vlak zoo Ie nemen 
dat deze twee kegelsneden homothetisch worden, ten einde ze dan 
verder door gewone projectie op een ander daartoe geschikt vlak ge- 
lijktijdig tot cirkels, en alzoo de geheele bolvormige figuur door deze 
dubbele bewerking tot de boven behandelde vlakke figuur, te herlei- 
den. Zij by voorbeeld het vlak van Fig. 6 door het middelpunt 
O van den bol en door de polen M. en m van zqne twee kleine cir- 
kels gebracht, die £.BOM = LCOM = /? en evenzoo LbOm =: 
z=:LcOm=zr tot bolvormige stralen enLMOw=:rf tot ouderlingen 
poolafstand hebben — ten einde de figuur niet te overladen, is slechts 
het op den omgeschreven cirkel (M, i?) betrekkelijke geteekend en 
het overeenkomstige voor den ingeschreven cirkel (m, r) (waarvoor 



=1, 
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m rechts van M ondersteld wordt) achterwege gelaten — dan zullen 

die cirkels, uit O geprojecteerd op het raakvlak in een willekeurig 

punt A van den door M en m gaanden grooten cirkel der figuur, 

reeds in gelijkstandige kegelsneden overgaan, en kan men dit punt 

A dus meer in het bijzonder zoodanig bepalen, dat deze kegelsneden 

bovendien gelijkvormig worden. Dit zal het geval zijn, indien op 

de groote as BC der elliptische projectie van den cirkel (M, 7?) één 

der brandpunten, dat volgens eene bekende stelling samenvalt met 

het raakpunt F van den in den asdriehoek BOC beschreven cirkel, 

gelijkstandig is met een der brandpunten van de uit den cirkel (/», r) 

BF-CF 
ontstaande ellips; dat is, indien — i^rr — of — wijl de raaklijnen uit 

B, uit C en uit O aan evengenoemden ingeschreven cirkel twee aan 

BO— CO 
twee gelijk zijn — indien — r^-^; — of — trekkende nog C D loodrecht 

B O 

op OM en tevens OX||AB tot waar zij het verlengde cirkel vlak 

(M, R) snijdt — indien :^^ of ^, -p v^-p, of ook, wegens de gelijkvor- 
15 O bin BUL» 

migheid der driehoeken BDC en OGX, pp^ gelijk is aan plus of 

aan minus de overeenkomstige waarde voor den cirkel (w, r). En 

uit deze voorwaarde volgt nu eene bepaling van het gezochte punt 

A, zoowel door berekening als door constructie : door berekening , 

indien men den onbekenden hoek MOA =<f en evenzoo den hoek 

»tOAr=^' stelt, als wanneer en cp* te vinden zijn doordien zij, 

behalve aan (P''-<p =z d, ook aan de even bedoelde gelijkheid van 

Sin ó Sinó* 
sinusverhoudingen, dat is aan ■- — ^=±-—; , moeten voldoen; en 

008 li iy08 V 

door constructie, omdat de gelijkheid of tegengesteld-gelijkheid van 
OX aan de overeenkomstige lijn voor het cirkel vlak (w, r) leert, dat 
door O eene lijn moet getrokken worden hetzij naar het snijpunt X 
van de gegeven doorgangen der beide cirkelvlakken op het vlak van 
teekening , hetzij zoodanig tusschen deze doorgangen in, dat zij in O 
zelf wordt gehalveerd, waarna slechts O A loodrecht op eene dezer 
lijnen behoeft gesteld te worden. Bepaalt men zich tot de eerste 
van deze beide constructiën , behoorende bij het bovenste teeken in 
de even gevonden dubbele sinus-formule — en van welke eerste op- 
lossing de andere zich blijkbaar slechts onderscheidt door een der 
beide cirkelvlakken symmetrisch om O A om te zetten — dan was 
deze te voorzien, doordien zy ten gevolge heeft, dat de twee (onbestaan- 
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bare) door X voorgestelde snijpunten van de beide gegeven cirkels in het 
oneindige geprojecteerd worden, en doordien zij juist daardoor bewerkt, 
dat die cirkels in homothetisjhe ellipsen overgaan. En wat betreft 
de ter berekening van (p en 0' dienende sinusformule, deze zou men 
desverkiezende ook langs analytische n weg kunnen vinden door bij 
voorbeeld het vlak der figuur als vlak X O Z , met de as O Z langs O A , 
van rechthoekige ruimte-coördinaten te nemen, als wanneer de om- 
wentelingskegel BOC — door de vergelijkingen Z^ + Z*-f ^"^ = 1 en 
XSm(p-\- ZCoscp =1 CosR van den bol en van het cirkelvlak (M, R) 
zóó te verbinden dat eene gelijkslachtige vergelijking in X, J", Z komt — 
wordt voorgesteld door (X* ^Y^\Z^ )Cos^E -{XSm$-\-ZCos$y = O, en 
bijgevolg, stellende hierin ^ ml, de ellips RC door {X^ ■{- F ^ +l)Co8^ R - 
^(XSin<p'\' CosCpy 1= O, zoodat voor de homothetie van deze ellips 
met de overeenkomstige bc de evenredigheid gevorderd wordt der 
coëfficiënten —Sin' (p van Z* en Cos^ R van X^-\'F^ met de 
overeenkomstige coëfficiënten —Sin^lp* en Cos^r, dat is als voren 

SinCp Sin0' __. , , ^ . , . . , 

v;— ^ =:i ih — . Hiermede het ten aanzien van de projectiën der 

CosR Cosr r j 

beide gegeven cirkels voorgestelde doel bereikt zijnde, kan men nu, 
zich bij voorbeeld weder houdende aan de eerste der beide oplossingen, 
de halve groote assen BEzziCE en be z=z ce alsmede den middel- 
puntsafstand E e berekenen, wier onderlinge verhoudingen -*• bij het 
verder gewoon projecteeren der gevonden ellipsen op een onder den 
vereischten hellingshoek met AB aangebracht plat vlak— tevens die 
van de stralen en van den middelpuntsafstand der beide in dit vlak 
liggende cirkels zullen blijven, tot welke dan de beide gegeven bol- 
cirkels zijn teruggebracht. Daartoe heeft men BE = = 

_T^{(p+R)-Tff((p'-R) __ 8in%R _ 



2 2((7o»»<|).Cb«^ n-Sin^ 0.Sin^ R) 

TgR , ,, , Sin<p SinCp' ,^ AB+AO 

— —^in-i: en, lettende op 7r-^=-~', AE = J : 

Sin^0 * ^ CosR Co9r 2 

Cos^R 

„ Tg{(p-{R)-\-Tg((p-R) Sin2<p _ 

"" 2 "" ^Cos'' (p.Cos'' R^Sin^ (pMn^ R) "" 



Sin0\Cos(t> 
CosR. Cosr 



Waaruit be en A e door verwisseling van A en ;*, 



Cos^R 

en (p' worden afgeschreven; zoodat, wijl daarbij de noemers on* 
N.A.V.W.D1.XIV. 13 
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veranderd blijven en in E^^AE— A« te nemen is Sin^'.Cos^ — 

'^Stnw.Coawzzi Sind, komt t=— 7; = := — =: — jr, — ; — , juist in 
^ ^ ' T^n Tgr Bind ' ^ 

OosR.Coar 
overeenstemming met de boven aangehaalde herleidingsformulen van 
RiCHELOT, en ten blijke tevens dat, naarmate op den bol zelf de 
pool m rechts of links van M ondersteld is, daarentegen in de ver- 
kregen vervorming het middelpunt e links of rechts van E zal liggen. 

In plaats van , zooals geschied is , den stand van het punt A aan 
de voorwaarde van homothetie der ellipsen BC en Oc te binden, had 
men daarvoor ook een willekeurig punt A van den grooten cirkel 
M.m kunnen behouden, dus (p en 0' slechts volgens de enkele voor- 
waarde (p'-(p=zd kunnen doen samenhangen, en dan verder kun- 
nen onderzoeken, hoe het verband tusschen zeker in het vlak der 
figuur als oog aan te nemen punt en een loodrecht op dat vlak te 
nemen glas behoort te zijn opdat nu, niet de gewone projectie, maar 
de perspectief der beide in het raakvlak van het algemeene punt A 
verkregen gelijkstandige — maar niet gelijkvormige — kegelsneden 
weder een stelsel van twee cirkels oplevere. Zooals zich verwachten 
laat komt men ook langs dezen niet korteren weg — waarvoor bij 
meetkundige behandeling het even bedoelde verband in ieder geval 
zoodanig zou moeten zijn, dat de twee (onbestaanbare) snijpunten van 
de beide gegeven bol-cirkels door de dubbele bewerking weder in 
het oneindige gebracht worden , dat is zoodanig, dat de doorgang van 
het glas evenwijdig loopt aan de lijn uit het óog naar het snijpunt 
van OX met de raaklijn in het aangenomen punt A — ten slotte 
toch weder op de even gevonden verhoudingen neder. 

In het bijzondere geval van een regelmatigen bolvormigen «-hoek komt 
men — hetzy door de besproken algemeene herleidingsformulen — hetzij 
door opzettelijk uit het middelpunt van den bol te projecteeren op het 
raakvlak in de gemeenschappelijke pool van om- en van ingeschre- 
ven cirkel, waardoor dus een vlakke regelmatige «-hoek ontstaat — 
hetzij uit de rechtstreeksche beschouwing van een halven bolvormi- 
gen polygoonsdriehoek — tot het eenvoudige verband Tgr z=,TgU,Co8-. 

If 

Zoo is bij voorbeeld voor den regelmatigen bolvormigen driehoek 
TgR — 2 Tgr, voor den vierhoek TgR = Tg rV2 = 1,414 ...Tgr, 
voor den vijfhoek TgR = Tgr.^^ 1 + v^5) =: 1,236 . . . Tgr, voor 
den zeshoek TgR =:^ Tgr.VS = 1,155 ...Tgr; enz. 
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Dezelfde perspectivische handelwijze , waarvan zoo even sprake was, 
zou natuurlijk ook kunnen dienen om uit de beschouwing van een 
vlakken in en om een cirkel passenden veelhoek af te leiden die 
van een veelhoek ingeschreven in eenige kegelsnede en omgeschreven 
aan eene andere. Wij zullen echter dit onderwerp niet in zijne 
algemeenheid onderhanden nemen, maar ons ten deze bepalen tot 
het symmetrische geval, waarin het oog in eenig punt van het door 
de gemeenschappelijke middellijn der twee cirkels loodrecht óp hun 
vlak gebrachte vlak gesteld wordt, en het glas loodrecht op dit lood- 
rechte vlak. De perspectieven der beide cirkels zullen dan bij voor- 
beeld twee ellipsen kunnen zijn, wier groote assen langs elkander 
vallen (en die trouwens naar omstandigheden ook één van beiden of 
beide in hyperbolen of parabolen zouden kunnen overgaan), en wij 
gaan alzoo in de eerste plaats de formulen opsporen, door welke 
men uit de vroeger gevonden betrekkingen van afhankelijkheid tus- 
schen de twee cirkels de overeenkomstige voor twee in zulken stand 
geplaatste ellipsen kan afleiden. Laat daartoe de as OX van een 
stelsel ruimte-coördinaten langs deze groote assen 2 a en 2 a' geno- 
men worden, zijnde 2* en 2b' de kleine assen, en de as OY langs 
eene der beide hetzij bestaanbare of onbestaanbare ordinaten, gaande 
door de in ons geval steeds onbestaanbare vier snijpunten der ellip- 
sen , in dier voege dat — als l en ? de middelpuntsabscissen der ellip- 
sen zijn en /* haar gegeven middelpuntsafstand, zoodat de eerste of 

omgeschreven ellips wordt voorgesteld door — - — + — = 1 en 

de tweede of ingeschrevene evenzoo in (a', b*, f) — de beide groot- 

b^ 
heden l en V zouden te bepalen zijn uit l'^-l =:f en — (a* — ^*) = 

= _(^'i«;'t). In het loodrecht op XOY gestelde vlak XOZ 
a 

worde voorts de in het algemeen hellende as O Z eenvoudigheidshalve 
door het aangenomen oog (O, O, h) gebracht, omdat men dan het 
voordeel heeft dat, ten einde twee homothetische ellipsen als perspec- 
tieven te verkrijgen — hetgeen, al zijn deze nu juist geene cirkels, 
voor ons oogmerk voldoende is, daar ook hier alles slechts van on- 
derlinge verhoudingen afhangt, die bij eene zoo noodig weder toe- 
gepaste gewone projectie toch onveranderd blijven — het glas op een 
willekeurigen afstand X evenwijdig aan het vlak YOZ kan gesteld 
worden, daar immers zoodoende de twee op OY liggende snijpunten 
der ellipsen perspectivisch in het oneindige komen, In dezen stand 

18* 
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van zaken kan men, zonder zich de moeite te geven de vergelykin- 
gen der oogkegels van de beide ellipsen en daaruit die van hare 
perspectieven . op te maken , volstaan — nu men van te voren verze- 
kerd is van de homothetie dezer perspectieven — met uit te drukken 
dat hare op den doorgang van het glas met het vlak XOZ liggende 
vier toppen onderling een gelijkvorraigen stand moeten hebben 
met de vier punten, waarin de beide cirkels door hunne gemeenschap- 
pelijkt middellijn gesneden worden. Die vier toppen — als snijpunten 
van genoemden aan OZ evenwijdigen doorgang met de ooglij nen, die in 
het vlak XOZ uit (O, /*) naar (^+ö, 0), (/-ff, 0), (l'^a\0) en 
(Z'— a', 0) getrokken worden — hebben blijkbaar, gemeten uit het snij- 
punt van denzelfden doorgang met eene aan O X evenwijdige ooglijn, 

. . .. _ hX kX hX JiX . . 

tot afstanden , » , — > ;» ; r; en op grond van de even 

l\a l — a Z+a l - a 

bedoelde gelijkvormigheid moet dus noodwendig ook op de middel- 
lijn der beide cirkels een punt zijn aan te wijzen — laat ons k en 
k' zijne volgens k' — kzzzd samenhangende afstanden tot de middel- 
punten M en 7» noemen — waaruit de afstanden k\l{, k — R, 
k' + r, k'—r tot de vier met meergenoemde toppen overeenkomstige 
cirkelpunten evenredig zijn aan de vier zoo even vermelde afstanden, 
dat is waarvoor {l\a){kArl{)z=L[l''a){k^l\) = [ï\d)[k\r) = 
= (^ —«')(*'"" **)» of vereenvoudigd ^ ft + ^a •= O , Tr + ^'a' z=. O en 
Ik^aRzzzT k' \clr is. Gevoegd bij de drie vorenstaande betrek- 
kingen V-l = f, Kia'^-P) = ^^ {a"^'l"')ejik'-k=d, beschikt 

men dus thans over zes vergelijkingen, waaruit bij eliminatie van de 
vier hulpgrootheden Z, l\ k en k' twee vergelijkingen moeten komen, 
noodig en voldoende om de verhoudingen van /?, r en <? uit te 
drukken in die der vijf gegevens a, 5, a\ b' en /. Voor deze eli- 
minatie geven de twee eerste vergelijkingen - = — , dus ook 

lk\aR R^-k^ r k , , Ik'Arar r^-k'' 

— — en -, = — -, dus ook :=: ■ — 



a'-P IkiaR' d~-l' '^ cl '--ï^ ^ Ik' \ a'r 

waaruit vooreerst door deeling, lettende op de derde en op de vijfde 

vergelijking, - z= -7 . ~- — -- = —_-, en ten andere door verme- 
r a a^^P ao * 

Rr 

nigvuldiging , lettende op de derde, de vierde en de zesde, — - =r 

aa 

~ll' —a'*-r^~ a'-P ' ~2M'+(a'>-r»)+(«»-;»)~ 
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- V 

=. -{-7—,i — J,-^ ' En hiermede zijn de twee ter bepaling van het 

stelsel (/?, r, d) vereischte vergelijkingen reeds gevonden, waarvan 
trouwens althans de tweede wel te voorzien was , daar zij , geschreven 

onder een der vormen = '-^ ^\ 

2/?.2r 2a.2a' 

telkens niet anders uitdrukt dan dat eene der drie anharmonische 
verhoudingen van de vier als perspectieven van de ellipstoppen voor- 
komende cirkeltoppen gelijk is aan de gelijknamige verhouding van 
deze ellipstoppen zelve. Voert men nu weder de beide bij het onder- 

f 

zoek van de cirkelfiguur doorgaand gebezigde notatiën x = ~ — ■ 

H " d 

en y = - in , dan heeft men , om deze uit de gegevens der ellip- 

sen te berekenen, ^= ^^^ = Tjirj. = /{ R* + l-d ^ *" 
r r i\r 

AAA ^^ n^+r'-d' , 

dus, op grond van de zoo even voor - en verkregen 

, x^y _ xy 1 1 

waarden, ^^, _ _._ _^,^ . ^.^, g-tj^g'^^p — — 

g 

= /— TT — 71 — ^,, ,, 7177-; ten blijke dat a? en w voorkomen als 

de wortels der vierkants vergelijking { (a^ -f a' * - /** )ó* - a^b'^] (a;*, y • )— 
-- 2 gg' b^ (t, 1/) -i ab' ^ = O, En om dus het tusschen twee ellipsen 
iu den beschouwden symmetrischen stand vereischte verband te vinden 
waarbij één, en dan ook weder een oneindig aantal, «-hoeken er 
in en er om passen, heeft men niet anders te doen dan in het vroe- 
ger voor den «-hoek bij twee cirkels gevonden verband x en y 
te vervangen door deze hunne waarden. Zoo komt bij voorbeeld 
voorden driehoek, waarvoor a; + y — 1=:0 was, thans 2aa'i' — 

voor den vierhoek, waarvoor men had « =: O, dat is (a:+^)*-(2x2/ + l) =0, 

thms 4a^aH^'{{a^^g"^^ f ^)b^^aH'^} {{a^'\ a^-ry-aH'^] =iO 

g^ i * 
of -^— ==(« + «' +/)(fl-M'-/)(«-«'+/)(»-ö^'-/); zoodatvoor 

deze beide gevallen de overeenstemming in vorm met de vroeger 
voor twee cirkels gevonden betrekkingen in het oog loopt; enz. Zijn 
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de twee gegeven ellipsen homotheiisch , zoodat zij zich door gewone 
projectie tot twee cirkels laten terugbrengen , dan vereenvoudigen zich, 

zooals Ie verwachten was , de voor - en — r gevonden formulen we- 

T aa 

gens - = — tot - = -r = - , en gelden alzoo de met de oorspron- 
a a a f 

a' a' 

kelijke geheel gelijkvormige waarden o? = -l en y == — —-. 

a—f a+f 

Van meer belang is een nader onderzoek van het geval van twee 
niet homothetische , maar coaxiale ellipsen, omdat men dan op eene 
opmerkelijke volkomen overeenstemming van het verband tusschen de 
asverhoudingen met het verband tusschen de stralen en den middel- 
puntsafstand van twee cirkels nederkomt. Voor dat geval heeft men 
in de gevonden formulen te stellen ƒ = O, waardoor zij, indien 

men gelijktijdig de notatiën ^ = — en ^ = r invoert, zich ver- 

eenYoucligentot£^=^ = _^_L__.du8(^'-5«+l)(a''./)- 
— 2^(a?, 1^) + 5* = 0. En hiermede vindt men nu met weinig moeite 
voor den driehoek aï + y— 1 = — en voor 

den vierhoek «* + !/*— 1=-^ — , '^ ^ -, zoodat deze 

waarden opvolgend blijken gelijk nul te worden onder anderen voor 
^ + 5—1 = en voor A^^ B^—\ =0, dat is, indien tusschen de 
asverhoudingen ^ en ^ eene betrekking van afhankelijkheid bestaat 
volkomen gelijkvormig met die, welke daartoe tusschen de oorspron- 
kelijke verhoudingen x en y vereischt wordt; en hetzelfde zou men 
bij voortgezette berekening voor den vijf hoek, den zeshoek enz. be- 
vestigd zien, hetgeen dus op het vermoeden brengt dat het wel voor 
iederen veelhoek zal gelden. Om dit vermoeden inderdaad tot gewis- 
heid te doen overgaan, schijnt het verkieslijk — in plaats van als 
zoo even de tusschen a? en y bestaande betrekkingen, die vroeger 
bleken te ontstaan door de tellers van de opvolgende functiën p' en 
p gelijk nul te stellen , 'm A gïl B uit te drukken — deze substitutie 
te verrichten in die functiën in haar geheel, waardoor bij voorbeeld 

^'* aj+y+l (A^-B\\){A-'B^\)'^^— 2xy 

sï 7-^^ ) wordt, enz., en waarbij het spoedig 

2 5»(u^»-2?« + l) 
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de aandacht trekt, dat deze uitkomsten voor p' en p beurtelings ge- 
heel overeenstemmen met die, welke men verkrijgt door in de bij den 

aanhef medegedeelde waarden van Cot-^t ^^"T" ®^2' ^^ plaats van 

2; en y te schrijven A en Sy en ze tevens steeds beurtelings te dee- 

len door de met de beide' allereerste, Co^— r-en Cot—, overeenko- 

2 2 

mende irrationeele vormen \/ ren — ~, Met andere woor- 

den, indien men ter onderscheiding door et' de hoeken verstaat, 
waarin de hoeken et zelve door evengenoemde lettervervanging van 
X en y door ^ en ^ o?ergaan , wordt men op het vermoeden gebracht 

zal zqn , en bijgevolg , als men op (1 ±*) ( l±y) = (l+a;y)±(*+y)= 



dat steeds / , = Q)< " '^-* . y^ ^ en f„ = Cot*-^. 



^^ ^^' let,P,„.,=p'.]/(l+:r){l+y)=/.. ^^^ 



«', / 1--^* 

= Cb^— ^. W jj— — -j, of in; het algemeen P«, = 

= Cot'^. ^J Jzf^j^^ = ^'^^ Y . |J^(l-x^)(l -y«). En dat 

dit werkelijk het geval moet wezen, kan blijken doordien, als men 
dit verband zoowel voor het rangnummer m als voor m^l geldig onder- 
stelt, de vergelijking (6) bij deeling door (1 — ic^)(l— y*) kan ge- 
schreven worden onder den vorm Cot*--^.Cot^ ~— — \/ t; — tt: — ^* 

2 2 V (l-aj)(l-y) 

V 2 ^ 2 y V^ic//(l-a;)(l-i/) 2 2 ^ ' 

dat is, uithoofde hierin de coëfficiënten van den tweeden en den 

derden term ook gelijk en -r^jz -r zijn, juist onder den vorm, 

1 '—A B[\^A) 

ec * 

dien de onmiddellijk bij (l') afgeleide vergelijking tusschen Coi — 

en Got -~^ aanneemt, wanneer men daarin x en y door ^ en J5 
2 

en diensvolgens ec,„ en a,„:fj door ec\, en a „,^.^ vervangt: immers, 

het samenvallen in dezen zin van (6) en van laatstgenoemde vergelijking 
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strekt ten bewijze dat, als F„ = Cot-j' V TTTFTi ^ 

voor eenige m — en dit bleek reeds voor »j = 8 en voor m -=2 4t 
het geval te zijn — ditzelfde verband dan ook geldt voor alle m. 

Steeds wordt dus, gelijktijdig met P„, Cot-~ en dan ook de met 

P„ gelijkvormige functie in A en B, namelijk P'« = 

juist hetgeen aangetoond moest worden. In verband hiermede nog 
de opmerking — die gelijken tred houdt met de wijze, waarop 
vroeger de functiën P, en dus ook p en p', als symmetrische func- 
tion van de hoeken a en p zelve werden ingevoerd — dat — als men , 
niet alleen, zooals geschied is, in p en in /?' vervangt x en y door 
hunne vorenstaande waarden in A en B, maar daarna nog door het- 
geen, waarin deze waarden bij onderlinge verwisseling van A en B 
zouden overgaan — het product van elke twee aldus verkregen gelijk- 
namige functiën p of ook p' telkens gelijk is aan het vierkant van 
hetgeen men verkrijgt door in de oorspronkelijke gelijknamige functie 
p of p* zelve niet voor x en y hunne waarden te substitueeren, 
maar in plaats van x en i/ eenvoudig A en B zelve te schrijven. 

Ofschoon hiermede de aangekondigde overeenstemming van het ge- 
val van twee coaxiale ellipsen met dat van twee uitmiddelpuntige 
cirkels naar wij meenen reeds tot klaarheid is gebracht, kan het 
misschien nut hebben deze overeenstemming nog op andere meer 
rechtstreeksche wijze te doen uitkomen, waarbij men zich met name 
vrij houdt van perspectivische beschouwing en tevens op eenige be- 
trekkingen nederkomt tusschen twee bijeenbehoorende »-hoeken, waar- 
van de één in en om de twee ellipsen, de ander in en om de 
twee cirkels past. Ook hier wenschen wij weder uit te gaan van 
het geval van twee uitmiddelpuntige ellipsen met langs elkander val- 
lende groote assen, ten einde tegelijkertijd te doen blijken, dat van 
de bedoelde overeenstemming alleen dan sprake kan zijn, wanneer 
hare middelpunten tot samenvallen gebracht worden. Laten dus als 
boven 2a en 2b de assen der eerste of omgeschreven, 2a' en 2b' 
die der tweede of ingeschreven ellips zijn , en ƒ de middel puntsabscis 
dezer laatste; wanneer namelijk thans de coördinaten-assen langs de 
assen der eerste ellips gelegd worden. Wij maken dan in de eerste 
plaats het onderling verband tusschen twee, de punten (aCb8^,bSin^) 
en {aCod^ifbSin^^) van de eerste ellips bepalende, hoeken 6 en 6, 
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op, -vereischt opdat de koorde yan deze punten rakend aan de tweede 

ellips zij. Daartoe kan men onder anderen door de volgende, naar 

het schijnt eenigzins bekorte, rekenwijs geraken. Denkt men zich 

alle ordinaten van de geheele figuur in reden van b' tot a' vergroot, 

/ a!b \ ( a'b \ 

dan moet de door iaCoa^, — -/Sï»dj en IöCo«9,, — Bin^^ j 

gaande lijn eene raaklijn wezen van den omgeschreven cirkel der 
tweede ellips, zoodat de uit (ƒ, 0) op deze lijn neergelaten loodlijn 
gelijk aan den straal 0' behoort te zijn. Maar om dadelijk de^ver- 
gelijking van deze lijn zelve onder een voor de verdere berekening 
geschikten vorm te kunnen uedersohrijven, denke men zich al hare 

üb' 
ordinaten op nieuw met -— vermenigvuldigd, waardoor zij dus over- 
gaat in de lijn {{aCoa^i aSin^), [aCoa^^, aSin^i)], dat is in de 
koorde der door de middelpuntshoeken d en d, bepaalde twee pun- 
ten van den omgeschreven cirkel der eerste ellips; en mitsdien is 

ir 

de bedoelde vergelijking, door in die van deze koorde slechts «7- Y 

ab 

in plaats van Y te schrijven , X Cos -i- — + — YSin -Ï-- 

fl, — ö 
— a Cos -~r— = O ; en mitsdien is al verder het gezochte verband , 

door uit te drukken dat de even genoemde loodlijn gelijk a' is, 

vraag naar dit ?erband hiermede beantwoord zijnde, gaan wij nu in 
de tweede plaats onderzoeken, voor welke gevallen het een meer be- 
knopten vorm aanneemt. Blijkbaar vooreerst, indien de in het tweede 

lid voorkomende breuk -7-r =1 is, dat wil zeggen, indien de twee 
a o 

ellipsen homothetisch zijn, als wanneer de dan uitvoerbaar wordende 

6,-fö ö,-ö 

worteltrekking geeft f Cos — a Cos — -— = ±«', waarin voor het 

onderste teeken en bij vervanging van a, a', /, 6 en d| door i2, r, 
^, 2$ en 2(^1 dan ook naar behooren de oorspronkelijke cirkelbe- 
trekking 72Co5(cJ)|- cj))— e^C'o5(4)i + 0) =^ vervat is, uit welke (1) 
werd afgeleid. Maar ook in geen ander geval is eene vereenvoudi- 
ging althans tot een dergelijken vorm, die slechts drie termen, in 

d dt fid, 

Cos - Cos -^, in Slin-Sin— en een stand vastigen, bevat, of, wat 
2 2 II 



N, 
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6 + d 
op hetzelfde nederkomt, tot eene lineaire functie van C*o»-~ — en 

öi-6 .. 

Coa — r— , mogelijk: immers, indien men in het gevonden verband 

d, 4- d d. + d 

voor 8in^ — - — schrijft l — Cos^ , bestaat het blijkbaar uit eene 

2 2 

tweede-machtsfunctie, maar zonder eerste-machtstermen, van Co^^ — 

en Oo% ' , en die dus, eene gelijktijdige omkeering der teekens 

' "^van deze beide cosinusseji toelatende, in geen ander geval eene 
-^ lineaire functie daarvan tot factor kan hebben dan wanneer zij het 
product is van dezen factor met een tweeden, die hiervan alleen in 
het teeken van den stand vastigen term afwijkt; bijgevolg moet dan 
het gevonden verband, afgezien van] zijn eigen standvastigen term, 
het vierkant van eene gelijkslachtige lineaire functie der beide cosi- 
nussen zijn; en daar nu het eerste lid reeds uit zulk een vierkant 

d -f d 
bestaat, en het tweede slechts het vierkant van den enkelen Co9 -~— 

bevat , kan dit geval niet anders voorkomen dan wanneer, of het eer- 
ste lid zich ook alleen tot dit laatste vierkant herleidt (hetgeen 
echter slechts tot de oneigenlijke oplossing a =i O zou voeren), of 
omgekeerd in het tweede lid dit vierkant verdwijnt, hetgeen vordert 

1 — TTT"*" = ö » ^Is zoo even. Maar, al herleidt zich dus het meer- 

genoemde verband slechts voor twee homothetische ellipseii tot een 
lineair verband tusschen de cosinussen van de halve som en het halve 
verschil der hoeken d| en d, toch is het van belang niet over het 
hoofd te zien, dat het in een ander geval, namelijk voor twee coa- 
xiale ellipsen — en ook anders niet — zich laat terugbrengen tot 
een evenzeer lineair verband tusschen de cosinussen van de geheele 
som en het geheele verschil derzelfde hoeken. De onderstelling toch 

van /=0 laat toe, indien men tegelijkertijd bij deeling door — 

2 

de asverhoudingen A z=. — en B -= j- weder invoert , dat verband 

te schrijven onder den laatstbedoelden lineairen vorm l-f (7ö5(Ö| — 6) ^ 
= -^*(l + Cb«(6| + 6)}+5*{l-^''«(ö| + d)}; eene andere schrijfwijze 

hiervan is — - + — r — ^r — r = 1; en hierin herinneren 
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nu de beide noemers door hun vorm aan de vroeger berekende noe* 

s a;* + v' — 1 a;* + y*"~l 

mers Cos et. = = ^-- — ■ en (7o«Ö. = — — ' . , , 

voorkomende in de algemeene betrekking (1') voor het geval van 
>fc = 2, namelijk in ^''^f''^^^^ + Sin0^n0^ ^ ^^^^ 

overeenstemming in vorm, die zich niet alleen tot de noemers be- 
paalt , maar zich over de beide betrekkingen in haar geheel uitstrekt, 
voert dan ook tot het besluit dat , wanneer men ^ = x en £ zzzy 
neemt ' — dat wil. zeggen, wanneer de thans beschouwde twee coaxiale 
ellipsen en de vroeger beschouwde twee uitmiddelpuntigé cirkels zoo- 
danig samenhangen, dat — = -=r — , en - = - — -is — en wanneer 
a li—d b ic + (? 

bovendien de uitgangshoeken fl en 0^ gelijk ondersteld worden, dan 
ook de daaruit voortvloeiende hoeken öj en <p„:fi onderling gelijk 
zullen zijn: eene gevolgtrekking, die zich — wanneer men ook thans in 
en om de twee ellipsen een stelsel aaneensluitende koorden beschrijft 
op dezelfde wijze als vroeger in en om de twee cirkels geschiedde — 
van stap tot stap herhalen laat in dier voege dat, als men eenvou- 
digheidshalve de notatiëncf^, cf «q:» , 0„q.i , enz. weder door ^, 0^, 
q>^, enz. vervangt, uit ö =:cj) niet alleen volgt ö, =c|)j, maar alge- 
meen d*=c^j;t. Meer onmiddellijk nog, als men niet van het 
algemeene geval van twee uitmiddelpuntigé ellipsen of willekeurige 
/ had willen uitgaan , maar ze dadelijk gelijkmiddelpuntig of / = O 
had ondersteld, zou men tot dit besluit — dat namelijk in de ellip- 
tische figuur elke volgende hoek d gelijk is aan dien hoek van de 
cirkelfiguur, dien men bij overspringing telkens van één dezer hoeken 
aantreft — gekomen zijn, terwijl tegelijkertyd de beteekenis, die 
deze overgesprongen hoeken van oneven rangorde voor de ellipti- 
sohe figuur hebben, in het licht getreden zou zyn, indien men had 
opgemerkt, dat de raaklijn der ellips (2a', 2b') in het punt (a'(7o*$,, 

b' Sin0,), dat is de lijn -^* X+ -^^' T= 1, het punt {aCo80, 

bSin0) der ellips (2fl, 2 5) bevat, ingeval de hoeken en 0^ on- 

, ,. , , aCo80,Co8 0. , bSm0,Sin0. ^ , 

derling samenhangen volgens ^ — -^' + ~ — ■^-^ =. 1, dat 

a b 

Cos0.Co80, Sin0.Sin0\ , ^ , , . 

IS volgens — + = 1. Deze betrekking toch, 

die voor A^zx en Bz=.y juist met (1) samenvalt, wijst vooreerst 
uit dat, als [aCo80^^ bSin0^) het tweede snijpunt der ellips (2a, 
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2 b) raet evengenoemde raaklijn is, en de betrekking zelve dus ook 
geldt voor $i in plaats van 0, het onderlinge verband tusschen de 
hoeken en (p^, behoorende bij de eindpunten eener de ellips (2a\ 
2 5') rakende koorde, verkregen wordt door Cpi tusschen beide betrek- 
kingen te elimineeren; waardoor het niet missen kan of men moet 
— gelet op de wijze, waarop vroeger (1*) uit (1) ontstond — wer- 
kelijk weder op het zoo even tusschen d en ö, gevonden verband 
nederkomen; terwijl ten andere dezelfde betrekking duidelijk maakt, 
dat door den overgesprongen hoek (p^ het raakpunt zelf wordt bepaald. 
Laat ons thans — nu uit de aanname ö =: $ is voortgevloeid het 
algemeene en eenvoudige verband ^^=.0^;^ en nu de notatiën ö 
dus als het ware overbodig zijn geworden — evenals in den aanhef 
van dit opstel een stelsel van 2k aaneensluitende koorden PP, , 
Pj P, , enz., Pj^.jPj^ in en om de beide cirkels beschouwen — 
>vij herinneren er aan dat de middelpuntshoeken zelve van hare 
eindpunten waren, niet 0,0^, enz., Cp^k» maar 2$, 20,, enz., 
202* — en tevens een daarmede overeenstemmend stelsel van slechts 
^ aaneensluitende koorden QQ, Qj, Q1Q3 Q», enz., Q^tk-^O^t *-iQi* 
in en om de beide ellipsen — en voor welke laatsten de eind- 
punten Q, Qj, enz., Q^^t dus de punten (a (7ö« 0, bSin(P), (aCoscp^, 
bStn(p^), enz., (aCosCp^^, bSin(p^k) zijn, terwijl de tusschenpunten 
Qi > Q3 > enz., Qj*_j de raakpunten (a'Co«0, , b'Sin(p^), {aCo8 0^, 
b' SinCp^), enz. , (a Cos 2 * _ , , b' Sin (p ^j. _ ^) beteekenen ; — laten wij 
ons verder, ten einde op niet al te samengestelde betrekkingen tus- 
schen deze twee koordenstelsels neder te komen, beperken tot het 
onderzoek van het geval, waarin niet alleen aan de vereischte voor- 

cb T b' r , 

waarden — = }z — r en - = — l, die de volstrekte afmetingen 

a li - d b R ^ d 

der beide figuren onbepaald laten, voldaan is, maar waarin meer in 
het bijzonder cl -^lV =Lr genomen is , zoodat zij denzelfden inge- 
schreven cirkel gemeen hebben. Als halve assen van de omgeschreven 
ellips moeten dan a z=, U-d ^xs. b z=i B -{■ d dienen ; (dat hier, ten 
einde het eenvoudige tusschen de hoeken 6 en (p gevonden verband 
onveranderd te kunnen aanhouden, eigenlijk a <è is in tegenstelling 
met de tot nog toe gebezigde benamingen van groote en kleine as, 
waarvoor men overal eerste en tweede as had kunnen lezen, maakt 
zooals bekend is in het wezen der zaak geen bezwaar). Ten opzichte 
van het middelpunt m van den gemeenschappelijken ingeschreven cir- 
kel r als oorsprong, en ten opzichte eenerzijds van de lijn der mid- 
delpunten wM en anderzijds van de eerste as 2 a als abscisseuas 
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van rechthoekige coördinaten, wordt dan elk paar overeenstemmende 
eindpunten van koorden, zooals (P, Q), aangeduid door V{-d'\-RQ>82(p, 
R Sin 2(p) en Q ((i? — e^j Cos 0, {R-\'d} Sin (p), en evenzoo voor de 
verderen, als (Pj , Qi) in 4),, enz., (Pj*, Qj*) in (p,^. De eer- 
ste der betrekkingen, die wij op het oog hebben, komt dan onmid- 
dellijk door de identiteit {-d-\-RCos20Y-\-{RSin2(p)^=: {{R''d)Co8(p]^ + 
■\'{{R-\ d)Sin0]^ meetkundig te vertolken, en bestaat dus hierin, 
dnt mV z= wQ, en dan evenzeer wP^ = wQj , enz., mV^j. :=zm(^2k 
is; waaruit, omdat alle koorden rakend aan den cirkel r zijn, onder 
anderen nog volgt Z.P, PjPj = i.QQ, Q. , L?,V,V, =LQ,tCl,(i,. 
enz., LPj^-r^Pj^-jPj*-, =^Q2*-*Q2*-jQï*. Als tweede be- 
trekking leiden wij uit PPj = 2i25ï»((p2~^) en — omdat het tus- 
schen ö en flj in zijn oorspronkelijken vorm gevonden verband zich 

voor /= O ook laat schrijven als Cos* ~ — = J^Cos^-^ — |- 

+ B^ Sin^' , waarin thans A =zx, B =y, ö = ^ en fl , i= (J), 

i9 — mtQQ^=V{(^R'd)\Cös0^^Cos$y-\-{R-\-dy(Sin$^^8inq>Y]=i 

= 2rSin^^^^ 



V 



2 2 J 

—^, — + 



y' 



2/* . On~-(p d)«--d) r 
zLi: — Sin — - — .Ci9«~- — = — Sin'0.—0) de standvastigheid der 
xy 2 2 xy ^' ^^ ^ 

r. 1. PPi « ^ a:t/ 2Rr . . , , 

verhouding TT^ = 2R.—^=. - — -. -= .T + y af, waaraan dus ook 
vjvij T R^^d^ 

PP PP 

alle verdere overeenkomstige verhoudingen ^-jr , enz. , ^*^~' ^'* 

gelijk zijn. Hieraan sluit zich als derde betrekking de standvastig- 
^ PP,P, ^ P.P» P« 



heid der verhoudingen — -^ n "'^^ — ^ ^ ^ =. enz. =r 
^2 '^2 

r= — TT j^ Tv — , die bij voorbeeld als volgt kan aangetoond 

^ 2 

PP P 

worden. Vooreerst heeft men in de cirkelfiguur Cot \^ — - == 
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2 T- (204- 2d)) (l>.-0 

= Cot — = ' = Tff * ; ten andere in de elliptische figuur 

zoodat men ter bepaling van de onderlinge verhouding dezer cotan- 

0k — 
genten bij voorbeeld — - — in (p^ kan trachten uit te drukken. 

- ,. j i. .. Co8(p.Co80n . Sin0,Sin0i 

Indien men daartoe uit J -^-^ 4 — ^ — —ü = 1 en 

Co80,.Oi)S(p^ , SM0^,Sin0^ Oo80i 5w0, 
^r — ^ — ^ + 7^; = 3 de verhoudingen ^ en ^ ^' 

oplost en dadelijk in teller en noemer door 2/Si» ■ * • deelt, waar- 
0080^ Sin0^ 



door komt ■ — ^^= — ^ . ^ = :i r» en indien men hierin, 

Ö„M1 ^n'?^^ O,.^ 

ten einde Tff te verkrijgen , de overmaat van de som der vier- 

2 

kanten van de twee eerste noemers boven dat van den derden noe- 
mer deelt door dit laatste vierkant, en den wortel uit het quotient 
gelijk stelt aan den overeenkomstigen wortel voor de drie tellers — dan 

z=i\/(,Tff^»fCos^0^+Tff^ PiSin^ 0i); en het is trouwens niet te 
verwondereu, dat men deze waarde ook dadelyk uit de even gevon- 
dene Cot ^'\'^' = Cot^^^ =V(Tff'x,.Q)8'0,+Tff'P,Sin'0,) 

had kunnen afschrijven door eenvoudig «, en /3, te vervangen door 
tfj en p,, daar toch de hoeken P,P,P, en PPjP» zich wezenlijk 
in niets anders onderscheiden dan hierin, dat de wederzijdsche pun- 
ten Pj en P, op dezelfde wijze volgens (1) of Cos et ^ en Oo8p^ 
afhangen van Pj, als de wederzijdsche punten Pen P^ volgens (1*) 
voor *=: 2, dat is volgens Oosa^ en Ö?«p,, afhangen van hetzelfde 
punt Pj, Hoe het zij, hiermede is, indien men tevens op grond 

PP, Pt 

Taut ToQ. ^ ^ 2 

ran (4) bedacht U op p, = ^^= ^, bewezen qq ^^ = 

^ O. 
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:= :=! Pj = , dat is de aangekondigde «tandvastig- 

beid van deze verhouding. (Bedenkt men dat, zooals vroeger werd 
aangetoond, alle koorden, PPj, PiP*, enz., P,*_,Pj* rakend zijn 
aan een anderen cirkel, die met de cirkels i2 en r de radicale as 
gemeen heeft, dan is deze uitkomst slechts een gewijzigde vorm van 
de bekende stelling — waaromtrent wy echter thans in geen ver- 
dere uitweiding zullen treden — dat de meetkundige plaats der pun- 
ten, waarvoor de raaklynen aan twee gegeven cirkels eene standvas- 
tige verhouding hebben, een cirkel met dezelfde radicale as is). 
Eindelijk _kan men nog als vierde betrekking opmerken, dat de verhou- 
ding der segmenten QQ, en Q, Qj van de koorde QQ,, dat is de 
verhouding der uit Q en Q, aan den cirkel r getrokken raaklijnen, 
wegens »iQi=wP en wtQ, = »»Pj, gelijk is aan de verhouding der 
raaklijnen uit P en P, aan denzelfden cirkel en dus — als men hier- 
voor leest het product der verhoudingen van de raaklijnen uit P en 
P, en van de raaklijnen uit P, en P,, en dan de vroeger herin- 
nerde stelling toepast, krachtens welke op iedere koorde de verhou- 
ding der beide segmenten gel^k is aan die der afstanden van hare 
uiteinden tot een der grenspunten — gelijk aan de verhouding der 
afstanden van P en P, tot zulk een punt, of eindelijk, noemende 
;?! het raakpunt ?an PPj met den tot het stelsel behoorenden cirkel, 
gelijk aan de verhouding der segmenten P/?j en /?,P, van de 
koorde PPj (in overeenstemming weder met hetgeen de even aan- 
gehaalde meetkundige plaats leert); zoodat men thans in verband 

met de tweede betrekking ook heeft Tï^ ^^ rTTT = nn* "^^^"^» 

en voor ieder verder paar overeenkomstige koorden evenzeer. 

Al deze betrekkingen gelden voor twee overeenkomstige, maar ove- 
rigens willekeurige, stelsels van aaneensluitende koorden in de cirkel- 
figuur en in de elliptische figuur. Onderstel thans — zonder dat 
het noodig is, dat men juist in het byzondere geval a'=5'=r, 
a=:jB — e?, bz=,R\d verkeert, maar in dit opzicht terugkeerende 
tot de vroeger als voldoende gevonden voorwaarden -^ = a? en 5 =: y, 

a r V r 

dat is — =1 - — - en -r- = t^ : j — ^^* i^^ de eerste figuur een 
a it— a o R\d 

stelsel van bij voorbeeld n opeenvolgende koorden zich sluit, zoodat 

deze de zijden van een in- en omgeschreven «-hoek vormen, dan 
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heeft men 2<:^, = 20+2t, en dan vallen, als men blijft doortellen, 
de volgende n koorden nogmaals langs deze eersten , zoodat dan ook 
2(p^„= 20 + 4t wordt. En hieruit , onder den vorm (p,„z=.^ f 2 t, 
Irekt men dan het besluit, dat ook in de elliptische figuur de n 
overeenkomstige koorden voorkomen als de zijden van een gesloten 
in- en omgeschreven n-hoek; waarmede op. andere wijze dan vroeger 
het bewijs geleverd is dat, uithoofde dit geval voorkomt indien twee 
coaxiale ellipsen met twee uitmiddelpuntige cirkels in verband staan 
volgens de beide zoo even herinnerde voorwaarden, dezelfde betrek- 
king van afhankelijkheid, die voor een in en om de cirkels passenden 
«-hoek geldt tusschen de cirkel verhoudingen x en y, ook voor een 
in en om de ellipsen passenden w-hoek geldt tusschen hare asverhou- 
• dingen ^ en B. Aan deze algemeene uitkomst kan men op grond 
van cp„ = $ 4 5r nog toevoegen , vooreerst, dat ingeval van n even — 
als wanneer in de cirkelfiguur de koorden PPj, P^P^, enz., P„_iP„ 
worden bedekt door de nog volgende koorden V„V„^^, ï*« + iï*«+4> 

enz., Pj„-jPj« en dus de zijden van een I - j -hoek vormen — inde 

elliptische figuur de hoekpunten Q en Q„, en dan, uithoofde ieder 
hoekpunt even goed als beginpunt kan dienen, evenzeer Qj en 
Q«H^i> enz., Q«_j en Qj.-j, diametraal over elkander liggen; zoo- 
dat dan elke twee overstaande zijden gelijk en evenwijdig zijn, ter- 
wijl het middelpunt zelf als snijpunt van alle hoofddiagonalen hier 
de plaats bekleedt van het binnen-grenspunt in de cirkelfiguur; ten 
andere , dat ingeval van n oneven — als wanneer in de cirkelfiguur de 
koorden PP, ,?,?,, enz., Pj^.jPj, de diagonalen der 2'*« orde 
van een «-hoek vormen — in de elliptische figuur de middelpuntshoe- 
ken en $„, 0^ en 0„+j, enz., 0„_, en Cp^.-i, (p„+i en (|),, 
^«4 3 en cPif enz., (pi„.>i en ^„_2 , die telkens een hoekpunt en 
het raakpunt op de overstaande zijde bepalen, telkens een verschil 
gelijk 9r hebben; zoodat twee dergelijke punten zelve, als behoorende 
tot de niet homothetische ellipsen (2a, 2 b) en (2a, 26*), niet op 
eene zelfde middellijn gelegen zijn. 

Terugkeerende weder tot de bijzondere onderstelling a := 6* = r, 
a=iR^d, b=zR\d, dat is tot de twee figuren met gemeen- 
schappelijken ingeschreven cirkel, in welk geval als eerste betrekking, 
onafhankelijk van het aantal zijden, werd gevonden »tP:=»iQ, 
enz.; en thans meer bepaaldelijk een driehoek beschouwende, zoodat 
x-\y'-\z=.Q is en het hoekpunt P4 in Pj valt, geven de tweede 
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Vu V P PP 

en de vierde betrekking ^' = ^ * =: ^„r-^= 1, enz., terwijl 

PP P 00 O 

de derde zich vereenvoudigt tot Tg — | — i = --Tg * , enz.;* 

een en ander ten bewijze dat, als de twee b^'eenbehoorende in- en 
omgeschreven veelhoeken driehoeken zijn , zij dan tevens gelijk en gelijk- 
vormig zullen wezen , in dier voege dat met de hoekpunten P, P , en P, 
overeenstemmen Q, Q^ en Q^. Zijn de bedoelde veelhoeken vierhoe- 

PP P 

ken , dan is » = O , en geeft dus de derde betrekking Tg — ^ — - =0, 

in overeenstemming met het samenvallen der hoekpunten P en P^; 
terwyl nu wegens PPj=PjP| de tweede betrekking geeft 
QQ, = Qi Q^ , en dus leert, dat de tot de elliptische figuur behoo- 
rende vierhoek eene ruit is; hetgeen dan ook sluit met de bekende 
stelling, dat de koorden, die uit het middelpunt eener ellips onder 
een rechten hoek gezien worden, een gel\jkmiddelpuntigen cirkel om- 
hullen. Voor den vijf hoek blijkt nog, lettende op de voorwaarde 

P s = ^» — r^r^ r^ = cüz. = = , , , te z^u; voor 

^ 2 

den zeshoek, lettende op », =0, evenzeer =—7-: — f , ^ ; enz. 

aj* -j-y* ^ 3 

a' 

Wij sluiten met aan te teekenen , dat men — steeds door ^ = — en 

a 

J5= — de asverhoudingen van twee coaxiale ellipsen verstaande, en 
blijvende steunen op het boven gevonden verband — •\' 

+ ' ï = 1 tusschen eenig als raakpunt op de binnenellips 

aangenomen punt (efCoa^iy b'Sinó^) en het snijpunt {aCoê0f 

h Sin 0) der raaklijn met de buitenellips — een zoodanigen samenhang 

tusschen deze twee ellipsen en twee uitmiddelpuntige cirkels (R, r, d) 

zou kunnen onderstellen, dat, in plaats van u^ = o; = Cb« a , en 

J5 = y = Oö«P, , meer in het algemeen A ^=z Cosot,, en J9 = Cfoè^t 

A zou wezen. In dat geval zouden in de elliptische figuur ieder hoek- 

^. punt en het daarop volgende raakpunt overeenstemmen , niet meer met 

^f twee opvolgende hoekpunten in de cirkelfiguur , maar met de uiteinden 

eener diagonaal d^ Ifi^ orde; en dus in de elliptische figuur elke 

N.A.v.W. Dl.XlV. U 
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twee opvolgende hoekpunten met de uiteinden eener diagonaal der 
2 k^^ orde in de cirkelfiguur. Bij den omvang , dien ons tegenwoordig 
opstel reeds verkregen heeft, zullen wij echter dit onderwerp niet ver- 
der uitwerken. 



NASCHRIFT. 

Wegens de voor het behandelde onderwerp zeer belangrijke betee- 
kenis van de in den aanvang opgemaakte grondbetrekking (6) tusschen 
twee opvolgende functiën P — welke betrekking om zoo te zeggen 
het geheele vraagstuk beheerscht, en uit welke alle overige ons ge- 
diend hebbende formulen of werkelijk zijn voortgekomen óf althans 
hadden kunnen voortkomen — zullen wij te dezer plaatse nog de 
volgende afleiding van die betrekking (6) mededeelen, die, al moge 
zij in strengheid wellicht voor de vroegere onderdoen, het daaren- 
teg'm in kortheid stellig van deze wint. 

Bij de invoering der uit de voorafgegane beschouwing van de 

hoeken « en voortgevloeide functiën P heeft als bepaling daarvan 

» & 

gediend de formule P*„ = Sin»i ^ Sin^^ . Cot -^ . Cht^ ^=^ 

= V(l-a^*)(l-y*)Cb^^,Co^|^. Nu leert hetzij de figuur, 

hetzij de betrekking (1') zelve , of de daarop onmiddellijk gevolgde 
cotangenten-betrekking, dat, als «« van teeken omkeert, dit ook 
met »«4:i plaats heeft; evenzoo keert tegelijk met ^. ook j3«:p, 
van teeken om. Omschrijft men de vorenstaande, eigenlijk dub- 
belzinnige, bepaling van P. dus in dézen meest natuurlijken zin 
nader, dat namelijk by gelijktijdig negatief worden van «, en p, 
ook P. negatief wordt-, dan moet wegens het zoo even aangevoerde 
tegelijk met P, ook P,^, van teeken omkeeren. Aan deze voor- 
waarde moet alzoo de te vinden betrekking tusschen P. en Pm^i $ 
die — voor ieder van dezen, uitgedrukt in de andere, niet meer en 
niet minder dan twee waarden moetende geven — beiden tot in den 
tweeden graad behoort te bevatten, en die bovendien symmetrisch in 
beiden moet zijn , voldoen ; en zy kan om deze redenen geen anderen 
vorm hebben dan 

P».P*.^.+^(P». + P«.:p,)fJ5P.P.:p, + C7=0, 
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waarin de ?oor een oogenblik onbepaalde coëfficiënten A^ B^ C drie 
van het rangnummer m onafhankelijke functiën van x en y moeten 
wezen. Dit zoo zijnde, ligt het voor de hand, deze te berekenen 
door substitutie der bekende waarden van de meest eenvoudige func- 
tiën P, behoorende bij »i=:0, 1, 2, 3 en onmiddellijk voort- 
vloeiende uit de reeds in den aanvang van ons opstel uitgerekende 

Ö>^ (—2 = -J, Co^— 1, Oot^, Cot -^ en de overeenkomstige in 

(3, namelijk P^ = oo , P, = i/(l + ir)(l + y), P, = yj'xy en 

P, = ^~i-^l/(l + a?)(14.y). Wegens Po = « geeft de sub- 

stitutie (Po , P, ) dan dadelijk P* j + ^ = O of -e/ = - P* i = 
= — (l + ic)(l + y); en hierop lettende, geven verder de substitutiën 
(P,, Pj) en (P„ P,) de twee voorwaarden -P\ +-BP, P, + (7 = 
en P* j P« 3 -P* I (P* 1 + P* j) + -5Pj P, + C7=0 , waaruit vooreerst 
door aftrekking en deeling door P^—P^ volgt jBP, = 

=r(P»,-.p>,)(P,+P3) of 5V^"=2(^+!^)l^(l+a^)(l+ff), 
en hiermede ten andere C7 = P\ - P, . 5P, = (1 + *)* (1 + f/)* - 
— 2(ic + y)(l + a?)(l + |/) = (l-<p*)(l— 1/*). Door deze waarden 
van J, By C is dan werkelijk de grondbetrekking (6), en wd meer 
rechtstreeks dan vroeger, teruggevonden. 



Op blz. 169 — 170 (Pig. 5) kunnen de voor het geval van eindige 
AA' en BB' gevonden formuleu, uitdrukkende eensdeels het verband 
tusschen de vier bogen OA, OB, OA', OB', en ten andere de ver- 
houding der koorden AA' en BB', als volgt beknopter worden 
samengevat en tevens nog eenigzins aangevuld. 

De twee paren gelijkvormige driehoeken OPA en oPB, OPB en 

oPA, waarin O k :=z 2 Sin -r- en oB =.2 0o8-r',OB=z2Sin-^ 

OA 
Sïtt 
, „„ OA . PA OP 2 PB 

eiioA = 2a«-^i8, ge.en-^=^= — ^ «" 7P = 

Co,— 

ca OB 

OP 2 

SS ^r-r = — rr-r ; bn Welke twee formulen men zich nu 'eene deide 
Jr A „ VA 
Co,— 

en eene vierde geschreTen kan denken, die zich daarvan alleen door 

14» 
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verranging van A en B door A' en B' onderscheiden. Dit zoo 
z^nde, geeft vooreerst het product der twee eerste en dat der twee 
, .. i. , OP ^ OA ^ OB ^ OA' OB' , .., 
laatste formulen "p = ^^ "2" • ^^^ "2" ~ ^ T" "^ T"' ^^^"^ 
ten andere de gelijkvormigheid der driehoeken A FA' en BFB' in 
verband met het quotient van de eerste door de vierde, of ook van 

AA' PA PA' 
de derde door de tweede formule oplevert :^^, = =^ = p-^ := 

Sin---,0o8 -rr- Sin -— - .Cos—r-- / «. i-, 1 a r\ m 

2 2 2 2 / 8mOA..SmOA.' 



2 _ /Sm 
OB'~V Sin 



~ ^. OB' ^ 0B~ ^. OB ^ OB'~V SinOB.SinOB' 

ö»»-r--.Cb«-— - Sm-r- .C08--T — 

2 2 2 2 

,. OA + OA' ^. OA-OA' 
Stn ^ S^n ^ 

= OB + OB' = OB--QB ' "^^™ ""'"^'^^ "^'^ ^^"'^ 

Sin ^ Sin 

2 2 

het reeds vroeger verkregen zesde lid als middenevenredig tusschen 
het vierde en het vijfde — wier onderlinge gelijkheid natuurlyk ook 
weder het even gevonden tangenten-verband teruggeeft — kon wor- 
den bijgeschreven, maar bovendien thans het zevende en het achtste 
lid door de som en het verschil van de tellers en van de noemers 
dierzelfde vierde en vijfde leden te nemen. 



Wij geven bij deze gelegenheid nog de volgende kleine verbete- 
ringen aan: 

Blz. 99, regel 12, staat: iSï«i,+,; lees: Sinec^^n. 
„ 100, ff 11, staat: quotient; lees: quotient, dat is door. 
ff 100, „ 11, achteraan een komma te plaatsen, 
ff 102, ;; 9 V. o., staat: een; lees: een onsymmetrischen. 
„ 104, ff 1, staat: Cot^a^^^; lees: Cot^ et^-:^^, 
ff 109, ff 14 V. o., staat: beide; lees: beide (in zekeren zin 

samenvallende). 
,/ 114, /, 18 V. o., staat: Tga^', lees: Tg »^, 
En in het voorafgaande opstel (bolvormige driehoeksmeting): 
Blz. 84, regel 9 v. o., staat: A\ lees: J^, 
II 90, regel 17 v. o., staat: {J, a')\ lees: {J, a). 



OVER VLAKKE KROMME LIJNEN VAN DE VIERDE 
ORDE MET TWEE DÜBBELPÜNTEN. 

DOOB 

J. DE VRIES. 



1. Wanneer men de dubbelpunten m en m eener kromme van de 
vierde orde [K^) beschouwt als middelpunten van straalbundels , en 
twee stralen aan elkander toevoegt , als zij hetzelfde punt der kromme 
projecteeren , dan vormen de beide bundels eene 2 — 2 overeen- 
komst, daar met eiken straal uit m{mf) twee stralen uit m (m) over- 
eenkomen. Elke bundel bevat vier vertakkingsstralen , voor welke de 
beide toegevoegde stralen samenvallen; uit elk der dubbelpunten 
kan men dus vier raaklijnen aan K^ trekken. Van de eigenschappen 
der 2 — 2 overeenkomst zullen in dit opstel de beide volgende ge- 
bruikt worden. 

a. De vier vertakkingselementen van het eerste stelsel komen op 
vier verschillende wijzen projectief overeen met de vertakkings- 
elementen van het tweede stelsel. ^) 

è. Hebben twee gelijksoortige, coUocale stelsels dezelfde vertak- 
kingselementen, dan vormen zij een symmetrisch stelsel van den 
tweeden graad; d. w. z. de beide stelsels kunnen niet meer van 
elkander onderscheiden worden, daar met elk element dezelfde twee 
elementen overeenkomen, onverschillig tot welk stelsel het geacht 
wordt te behooren. *) 

2. Komen volgens la, de raaklijnen A^ B, Cy B u\i m projec- 
tief overeen met de raaklijnen A\ B\ C ^ 1/ uit m\ zoodat de an- 
harmonische verhoudingen {A B CD) en (A' B^ C B) gelijk z\jn , dan 
worden de drie overige projectiviteiten aangewezen door 



») Wbyb, Beitrage znr Curvenlehre, Wien, 1880, Seile 85. 

3) Weye, üeber einen Correspondenzsatz. Wiener Sitz. Bet., Marz, 1883. 
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{ABCl>iz=:[aB'A'B'), 

{ABqB) = {B'affJy 

„De zestien snijpunten der raaklijnen uit m en m' liggen dus vier 
aan vier op vier kegelsneden door de dubbelpunten." •) 

3. Op elke dezer kegelsneden {S^) bepalen de straalbundels uit 
m en m* twee puntreeksen in 2 — 2 overeenkomst, die beide de 
snijpunten der raaklijnen tot vertakkingspunten hebben, dus, volgens 
ld, een symmetrisch stelsel van den tweeden graad vormen. 

De rechten, welke een punt van 8^ met de beide overeenkomstige 
punten verbinden, omhullen de directiekromme van het symmetrische 
stelsel, welke S^ in de vertakkingspunten snijdt en in deze de 
rechten aanraakt, welke de vertakkingspunten met de aan hun toe- 
gevoegde dubbelpunten verbinden. *) 

4. Komen op 8^ p en p' met elkander overeen, dan zijn 
q^(mp, m'p') en ^'^(wp', m' p) blijkbaar punten van K^. 
Uit den zeshoek mmj^m' m' p' volgt, dat de rechte qq' door een 
vast punt h gaat, namelijk de pool van mm* ten opzichte van 8^. 

Daar hqq' de pooll^'n is van het punt 8^(mm\ pp') bevat zij 
ook de beide punten van Ki , welke de tweede raakl^'n uit 8 aan 
de directiekegelsnede levert. Met elk punt van mm' komt dus een 
straal uit h overeen, die K^ in het algemeen in vier punten snijdt. 
Voor elk snijpunt van mm' met de directiekromme vallen die punten 
twee aan twQe samen, zoodat de overeenkomstige straal eene dubbel- 
raaklijn is. 

„De dubbelraaklynen van K^ gaan twee aan twee door de polen 
der rechte mm' ten opzichte van de vier kegelsneden 8^" 

5. Is p het raakpunt van 8^ met een der vier raaklijnen, die zij 
met de directiekromme gemeen heeft, dan vallen q eu f/ met p 
samen, en hp is raakliju van K^, De vier hierdoor aangewezen 
rechten vormen met de zooeven genoemde dubbelraaklijnen het acht- 
tal raaklijnen uit h aan K^. 

Zijn V en v' vertakkingspunten op 8^ , dan liggen ook de punten 
{mv, m'v') en {mv', m'v) op een straal uit /*. De vier punten v 
leveren dus zes stralen, die ieder twee snijpunten van raaklijnen uit 
m en m' bevatten. In verband met (2) hebben wij nu 



>) Salmon-Fiedlek, Höhere ebene Curven, 2te Aaflage, Seite 818. 
») Weyb, Curvenlehre, Seite 18, 
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,^De snijpunten der raaklijnen uit de dubbelpunten liggen vier aan 
vier in vier kegelsneden door de dubbelpunten, en twee aan twee 
in 24 rechten, die zes aan zes samenkomen in vier snijpunten." 

6. Zijn IC en ic' de dubbelpunten der symmetrische puntreeks op 
S^y welke met v en o' overeenkomen, dan is m{vv' wto')^:zmf {vv' wto'), 
dus ook m{vv' WW*) =z m [low^ vv*). Nu raakt mv de kromme K^ 
in haar sn^'punt met m'w, dus liggen twee bij m behoorende raak- 
punten met twee raakpunten van raaklijnen uit m' op eene kegel- 
snede door de dubbelpunten (ifj). ') Daar verder de snijpunten van 
mv en mfv met mw en mw met h collineair zijn, hebben wij 

,/Door de acht raakpunten der uit m en m' getrokken raaklijnen gaan 
24 kegelsneden if , , die van elk viertal twee raakpunten bevatten, 
terwijl deze punten twee aan twee in zestien rechten liggen, die in 
viertallen in vier snijpunten van dubbelraaklijnen samenkomen." 

7. De kegelsneden M^ door twee willekeurige punten ^eny' van 
X4 snijden de kromme in twee veranderlijke punten a?, x\ De 
straalbundel uit m, welke deze paren van punten projecteert, is in 
2 — 2 overeenkomst met den bundel kegelsneden ; deze bevat dus 
vier krommen M., welke K^ aanraken, en (la) projectief zijn met de 
vier raaklijnen uit m; de door hun bepaalde anharmonische verhouding 
is dus onafhankelijk van de punten y, /, 

Op dezelfde wyze komt de straalbundel uit m overeen met een 
bundel van krommen der derde orde, waarvan niy w! en zes wille- 
keurige punten van JC4 de basis vormen; de anharmonische verhou- 
dingen der vier krommen uit dezen bundel, welke K^ raken, heeft 
dus dezelfde standvastige waarde. *) 

8. Door P, zullen wij voorstellen een stelsel van punten o?, x 
op JTj , die een involutie van den tweeden graad (paarinvolutie) 
vormen. ')• Projecteeren wij. eene Pj door kegelsneden M^ met 
de vaste punten y, g\ dan worden aan de M^^ die K^ in x en y 
snijdt, de beide M^ van dien bundel toegevoegd, welke door 
x' en 2/* gaan, zoodat deze kegelsneden een symmetrisch stelsel 
^an den tweeden graad vormen, dat de if 2» ^^^ ^\ aanraken, als 
vertakkingskegelsneden bevat. 



1) 3/ 2 beteekent in het vervolg steeds eene kegelsnede door m en m* • 

^) Deze eigenschappen zijn bijzondere gevallen van eene voor alle krommen van 

het geslacht één geldige eigenschap. Zie Clebsch-Go&dan , Theorie der Abel'- 

sche Functionen, Seite 76. 
3) Voor paarinvoluties op eene A", kan men raadplegen: Weyr, üeber ein- 

dentige Beziehnngen. Wiener Sitz. Ber., April, 1888. 
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Bepalen wij de punten g^ ƒ zoo, dat ze met een paar punten 
Zy z van Pj i^ ^^^^ ^\ %g6n, dan kunnen wij deze kegelsnede 
beschouwen als een vertakkingselement, dat met het overeenkomstige 
dubbelelement samen?alt. Wordt dit stelsel op eene K^ geprojec- 
teerd, dan zal deze identiek zijn met de directiekromme van het op 
haar bepaalde symmetrische stelsel, daar de beide kegelsneden de vier 
vertakkingspunten en het door Zy / aangewezen punt gemeen heb- 
ben. Het geheele stelsel bestaat dus uit dubbelpunten , d. w. z. elk paar 
van P, ligt met y, ƒ in eene i/j. Tevens blijkt, dat eene P, 
vier dubbelpunten heeft, n.l. de raakpunten der kegelsneden M^ , 
welke door Z4 worden aangeraakt. 

De punten y, g\ waarvan één willekeurig kan aangenomen wor- 
den, vormen eene tweede paarinvolutie , die wij de toegevoegde noe- 
men en door %^ voorstellen. De paarinvoluties op K^ kunnen dus 
in paren worden gerangschikt: elk paar eener P, ligt met elk paar 
der bijbehoorende t, in eene kegelsnede door de dubbelpunten w, w'. 

Door een bundel kegelsneden door w, rn! en de willekeurige 
punten A?, 1é van JTj wordt eene Pj op K^ geprojecteerd in de 
punten van eene tweede paarinvolutie. Immers, wanneer de twee 
door X en x* bepaalde Jf, de K,^ in u en «' snijden, komt u 
met a?, x met x\ x' met «', dus u met u' involutorisch over- 
een. Daar eene Pj door een paar, in het bijzonder door een van 
haar dubbelpunten gegeven is, kunnen we twee paarinvoluties door 
projectie in elkander doen overgaan, als we voor ky k' de snij- 
punten nemen van K^ met eene Jfj, die van elke Pj een dubbel- 
punt bevat. 

9. Met oog op de ontaarde kegelsneden levert de rechte door een 
paar a?, x' van P, in haar snijpunten met K^ een paar §, §' 
van Tj. Noemen wij het met x samenvallende punt -der jtj, u, 
dan bepaalt vivi' op K^ een paar yy' van P,. Door elk punt van 
K^ gaan dus twee verbindingslijnen van overeenkomstige punten der 
Pj , en elke dezer rechten bevat öok een paar van Tj ; de verbin- 
dingslijnen omhullen dus eene kromme (p^ der tweede klasse, die 
voor Pj dezelfde is als voor Tj. 

Is x(yi) een snijpunt van <^, en JL^, dan moeten de raaklijnen xx' 
en jjïj' samenvallen. Dit kan niet veroorzaakt worden door eene 
vereeniging van x' met jj', omdat Pj en t, geen paar gemeen 
kunnen hebben zonder identiek te worden. Derhalve moet § in o? 
komen, waardoor (^^ en i[| in ir een gemeenschappelijke raakl^jn 
hebben, die K^ nog in x* tn ^* snijdt. De acht snijpunten der 
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beide krommen worden dus vertegenwoordigd door vier raakpunten; 
de raaklijoen in deze punten vervangen acht gemeenscliappelijke raak- 
l\jnen; de overige acht raken K^ in de dubbelpunten van P, en t,. 
Daar de snijpunten van K^ met eene willekeurige rechte aanleiding 
geven tot drie involuties P, , hebben wijj 

„De omhullenden der verbindingslijnen van overeenkomstige pun- 
ten der op JTf gelegen paarinvoluties vormen een stelsel van vier- 
maal rakende kegelsneden, waarvan er drie door eene willekeurige 
rechte worden aangeraakt." *) 

10. Zal Pj met haar tt^ identiek worden, dan moet de M^, welke 
K^ in x{fi) raakt, haar ook in het overeenkomstige punt x'(yi') 
aanraken; de paren eener aan zich zelf toegevoegde paarinvolutie z\jn 
dus de raakpunten van dubbelrakende kegelsneden M^, Daar de 
bundel der in x rakende M^ vier kegelsneden bevat, die JT^ nog 
eens raken, en elk dezer raakpunten met s eene involutie bepaalt, 
z^n er vier //fundamentale" paarinvoluties T^ , welke de eigenschap be- 
zitten, dat twee willekeurige paren met de dubbelpunten van K^ in 
eene kegelsnede liggen. 

De beide raaklijnen uit een punt van K^ aan de gemeenschappe- 
Igke omhullende van P^ en tt^ vallen voor eene T^ samen, omdat 
xx' de kromme in een tweede paar van T^ sn\jdt: de verbin» 
dingslijjnen der overeenkomstige punten gaan dus door een vast punt. 
Elke raakl^'n uit m vormt met elke raakl^'n uit m' eene ontaarde, 
dubbelrakende M^; van de verbindingslijnen hunner raakpunten gaan 
er vier door het genoemde vaste punt, dat met oog op (6) een der 
punten A blijkt te zatjn. 

Behalve de beide dubbelraaklijnen , die' ieder met mm' eene dub- 
belrakende üf 2 vormen , gaan door h de lijnen , welke K^ in de vier 
dubbelpunten der T^ raken; in deze punten, welke volgens (5) de 
snijpunten van K^ met een der kegelsneden 8^ zijn, wordt de 
kromme vierpuntig aangeraakt door vier kegelsneden if,. 

11. Elk dubbelpunt d eener P, vormt met elk dubbelpunt ^ der 
toegevoegde tt, een paar eener T^ , omdat zij de raakpunten van 
K^ met eene if, zijn; de zestien verbindingslijnen der acht dubbel- 
punten gaan dus vier aan vier door de punten k. 



1) W\j meenen het stelsel y. terng te vinden in het «système singnlier" van 
Zeuthem. Zie: Sar qnelqnes-anet des propriétés des conrbes da 4^"^ ordre k 
deoz points doables (Bes. da buil. de TAcad. Roy. Dan. 1879), waar K^ be- 
schouwd wordt als centrale projectie eener raimtekroinme. 
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Voor elke T, valt d samen met 5; de dubbelpunten ai^iC,(f|, 
waarvan de raaklijnen door hi gaan, zijn dus de hoekpunten van 
een voUedigen vierhoek met k^, Aj, h^ als ne venhoekpunten. De 
verdeeling der zestien dubbelpunten der vier T^ over de verschillende 
verbindingslijnen wordt door het volgende overzicht verduidelijkt. 

Rechten door Aj : 
a^üiy ^i^i, c,c,, d^dti 
«1*1, Cj<?, ; öjC,, b^d^; a^d^, b^c,^; 

Bechten door k^: 

«1^5,, b^b^y CtCli ^2^1 5 • 

«3*3» <'3^3; «1^4» b^d^; «,(?,, b^c,l 
Rechten door Aj : 

«3«J> *S*3» ^3^3» ^3^8? 

«4*4» 0%^»; «1^1» *i^i; «jfl^i, *i<?a; 
Rechten door ^4: 

«%«4» *4*4, C^Cj, fl?4flf4; 

«1*1» öl^i5 «jöjj *2^, ; «j<?3, *3Cj. 

Daar twee groepen eener T^ door eene M^ kunnen verbonden 
worden, geeft elk der vier groepen aanleiding tot zes if j , die Z4 in 
twee dubbelpunten der T^ raken, 4x6 M^, die haar in een dub- 
belpunt raken en in twee dubbelpunten van een andere T^ snijden, 
en twaalf M^ , die twee paren van verschillende T^ bevatten. 

„Door de dubbelpunten m, m' van K^ gaan zestien kegelsneden, 
welke haar vierpuntig raken; elke der kegelsneden S^, op welke de 
raaklijnen uit m , m' elkander snijden , bevat eene groep van vier dezer 
raakpunten; door m, m! gaan 24 kegelsneden, welke K,^ in twee 
punten eener groep raken, 96 kegelsneden-, welke haar in een der 
zestien punten raken en in twee punten eener andere groep snijden , en 
48 kegelsneden , welke twee paren uit verschillende groepen bevatten. 
Elk der punten h is nevenhoekpuut van drie volledige vierhoeken» 
waarvoor drie groepen de hoekpunten leveren." 

12. Wanneer wij de dubbelpunten »j, t>,, t?j, v^ der verschillende Pj 
paarsgewijze aan elkander toevoegen, en, evenals bij eene centrale 
paarinvolutie op eene kromme der derde orde , van overeenkomstige pun- 
ten spreken, komen wy tot drie, van de vorige verschillende, fun- 
damentale paarinvoluties C^, Om in het door v^ en v^ bepaalde 
stelsel van overeenkomstige punten het punt t^ te vinden» dat met 
het willekeurige punt t^ overeenkomt, hebben wij slechts twee pun- 
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ten g^ g' aan te nemen, die met o, en ti in eene M^ liggen, en 
het snijpunt ran K^ met de if, door y, ƒ, », te bepalen (8). 
Door g vast te houden en g' de kromme te laten doorloopen, ver- 
krijgen wij op deze wijze alle paren van C^. Dat v^ en v^ ook 
een paar der bedoelde C^ vormen, blijkt hieruit, dat eene projectie 
door een M^ bundel, die V| door r, vervangt, dus P, in zich zelf 
doet overgaan, v^ in v^ zal projecteeren. 

Daar een straal uit m met de rechte mm' eene ontaarde if, vormt, 
worden twee overeenkomstige punten a, a' door ma^ma' op Z^ in 
een ander paar ^, h' geprojecteerd. De stralen uit m projecteeren 
dus elk stelsel C^ door eene kwadratische straleninvolutie; derhalve 
liggen van elke C^ twee paren met m in eene rechte. Van de ver- 
bindingslynen der paren van C, gaan er vier door »i, namelijk de 
dabbelstralen der genoemde involutie en de rechten, welke de op de 
beide takken van K^ aan m grenzende punten met de aan hun toege- 
voegde verbinden. 

Om te beslissen of de omhullende dezer verbindingslijnen eene 
kromme van de vierde klasse is, projecteeren wij C^ uit een wille- 
keurig punt p van JT*. Met den straal, die K^ in a, b, c snijdt, 
komen dan overeen de stralen pa'y pb\pc'; p is het middelpunt 
van een sjmmetrischen straalbundel van den derden graad , die op elke 
door p getrokken kegelsnede Z, een symmetrische puntreeks van 
denzelfden graad bepaalt. De rechten, welke de op Z, met elkander 
overeenkomende punten verbinden, omhullen eene kromme der 
derde klasse D^ , welke Z, in de twaalf vertakkingspunten snijdt en de 
rechten aanraakt, welke Z, in de zes dubbelpunten van het stelsel 
aanraken. ^) Wanneer een straal uit p twee overeenkomstige pun- 
ten bevat, dan vallen twee der overeenkomstige stralen met hem 
samen; op Z, is dan een vertakkingspunt met het overeenkomstige 
dubbelpunt tot een raakpunt van Z, en D* vereenigd. Van de twaalf 
vertakkingspunten op Z, zijn zes afkomstig van de raaklijnen uit p 
aan Z « : de overige zes worden vervangen door drie raakpunten van 
Z, en D*. Behalve de rechte pp' gaan dus drie verbindingslijnen 
van overeenkomstige punten door p; bijgevolg is de omhullende 
eene kromme van de vierde klasse. 



>) Beitrage znr Cnrvenlehre, Seite 18. 



200 



NASCHRIFT. 



Toen dit opstel voltooid was, bleek het den schrijver, dat z^'n 
uitkomsten reeds vervat waren in een verhandeling van Adolf 
Aheseper Ueber Configurationen und Polygone auf biquadratischen 
Curven , in XOIII Band der Sitz. Ber. d. Ak. d. W. in Wien. 



EENE FORMULE UIT DE ANALYTISCHE MEETKUNDE, 



DOOR 



Dr. C. STOLP. 



1. In de „Geometrie des Kaumes. II Theil. Zweite Auflage", van 
Salmon-Piedleb vindt men (Art. 98) de afleiding van de volgende 
formule 

In deze formule stelt ^d een oneindig kleinen hoek tusschen twee 
rechte lijnen in de ruimte voor; l, m^ n zijn grootheden, waarmede 
de richtingscosinussen der ééne lijn evenredig z\jn; lA-^l, m-\-$m, 
n + ^n zijn de overeenkomstige grootheden bij de andere lijn. 

De beweegreden voor de afleiding der formule wordt ons mede- 
gedeeld in de woorden: „Da wir in diesem Abschnitt wiederholt 
Anlass haben werden, gerade Linien zu betrachten, welche einander 
unendlich nahe sind, so erscheint es passend, u. s. w." Evenwel 
blijft de schrijver ons later het antwoord schuldig op de vraag, 
waarom die iormule dan ook niet „bij herhaling" toegepast wordt. 
Wij zullen daarom trachten, zelf het antwoord op die vraag te 
vinden. 

De rechte lijnen, waarop de schrijver doelt, zijn twee op elkaar 
volgende raaklijnen, binormalen en kromtestralen eener lijn van 
dubbele kromming. Met het oog op deze gevallen zullen wij de 
formule eene kleine wijziging doen ondergaan. Aannemende, dat 
ly m, n functiën zijn van ééne grootheid i, zullen wij il, Im^ In 
door Vdt^ m' dt^ n' dt en ^ö door d^ vervangen, vervolgens öfö 
oplossen en ten slotte de vergelijking door het boogelement diz=zi dt 
deelen. Wij krijgen dan 



dh^_ yj(mn' - nm)^ -{-(nl -Infy -^-jlm' -miy 

dB~ «'(i5» + »»« + »« ••••(!) 
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Ook in 't vervolg zullen steeds accenten gebezigd worden om dif- 
ferentiaalquotiënten aan te duiden , b.v. x* = -j-^ , x" = -r—r , enz. 

Om nu uit (I) de formule voor de kromming eener lijn af te lei- 
den, heeft men]^ slechts l, m, n door x', y\ z\ en dus l\ m\ n' 

d^ 
door x', y'y z' te vervangen. De kromming 3- hier door Z voor- 
as 

stellende heeft men 

K=^ \^{y' z'-'z' yy ^{z' x'-x' zy \[x' y' --y' xy • (1) 

Eyenzoo zou men, gelijk ook Salmon doet, om de wringing 
eener lijn te bepalen, de grootheden Z, w, «, l\ m' ^ n* respective 
door y'z'-z'y\ z' x'^x' z\ afy'-i/x\ y'z"^z'y'\ zx*'-x'z'\ 
afy"'-y'x'" kunnen vervangen. Men ziet echter terstond in, dat 
men op deze wijze eerst na eenige herleidingen tot de bekende een- 
voudige uitdrukking voor de wringing eener lijn zal geraken. Het 
schynt dus, dat in vele gevallen de grootste moeilijkheden eerst bij 
de substitutiën zelve een aanvang nemen, en het vermoeden ligt 
voor de hand, dat om die reden Salmon van eene verdere toepas- 
sing zijner formule afziet. Immers bij de bepaling van den hoek 
tusschen twee op elkaar volgende kromtestralen neemt hij zijne toe- 
vlucht tot meetkundige beschouwingen (art. 111); en gedeeltelijk doet 
hij hetzelfde om de kromming eener lijn te vinden, die als de door- 
snede van twee willekeurige oppervlakken gegeven is (art. 107). 

Wanneer men beproeft, ook in de twee laatstgenoemde gevallen 
de formule (I) toe te passen, valt de verwantschap van deze vraag- 
stukken met het voorgaande in het oog. Ze zijn dan ook alle drie 
als bijzondere gevallen van een meer algemeen vraagstuk op te vat- 
ten. Immers, wanneer «, P, y de hoeken zijn, welke de coördi- 
naatassen maken met de binormaal, den kromtestraal of de raaklijn 
aan de doorsnede van twee oppervlakken, heeft men steeds twee 
vergelijkingen van den vorm 

u^CoaoL^ t7j Cb«(3 + w^ Cos y = O , 
u^ Co9 « + üj Ci?« P -|- w j Coêy \ 
of, wat hetzelfde is 

CoBct Coè^ CoBy 

Men heeft dus in de drie genoemde gevallen de grootheden 
Z, »*, » door de noemers van de laatste breuken te vervangen. Deze 
noemers zullen wij kortweg door m, 9, «? voorstellen. 



::;! « 
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2. Uit het voorgaande is gebleken , dat de herleiding van de formule 






waarin 

u =:t?j«?,— «ö|ü,, vzrzio^ «*i— «iW'i» «? =: i*iüj — ©i w,, . (3) 

niet zonder gewicht is. We gaan nu tot de uitvoering over. 
Uit (3) volgen de betrekkingen 

De laatste vergelijkingen differentieerende, heeft men 

Wi«'4-t?it?' + «^i w' + «,'« + »/ o + w/fo = O, 

Wanneer men uit deze vergelijkingen beurtelings «', v' en w' elimi- 
neert, daarbij kortheidshalve 

stellende, vindt men, als men tevens let op (8), 

vto' — wv' '=iu^D^'-u^Di, ] 

wu' uw' znv^D^—v^B^^ [ (4) 

uv* —vu' :=.w^D^^io^D^, ) 

De formule wordt derhalve 



waarin 



(H) 



J9| =: w/tf + »/r + «?j'w := 



Dj = U^' U + Ü,'t7 +fPj'«7 = 



«1, r,, Wj 
«i', t'/, «^i' 



(5) 
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= 0. I 
= 0. 1 



(7) 



Uit de vergelijkingen (4) volgt nog 
A, f*, V 

«, r, 10 =(A«i + it«o, + vtt7j)D,-(A«, + A«ü,+ ;;«?,)-Z>,, . (6) 
«', v\ v> 

waarin men over A, f«, v naar willekeur kan beschikken. 

3. Uenvoudi^e ffevallen. Zeer eenvoudig wordt de formule (II), wanneer 
Dj of Dj nul wordt; bijvoorbeeld wanneer men, •«, =a?', «j =a?*, 
enz. stellende, de vergelijkingen (2) door de volgende vervangt 

x' Co8» ^y' Ooafi + e' Ooay 
In dit geval zijn a^ ^, y de hoeken, die de binormaal met de 

coördinaatassen maakt, en stelt — de wringing W eener lijn voor. 

ü s 

De vergelijkingen (8) worden nu u =l y' z' — z' y', v zn z x'—x' z', 

«7 = o?' 2/'— /ar'; en de vergelijkingen (5) geven, ook in verband 

met (1), «,»=«'*, Dj =1 O, w»+t7H»' = K* s ^ en 

x\ y\ z 
D, = x\y\ z' = A (8) 

x'\ r\ z 

De formule (II) wordt derhalve 



«^=ïvr (9) 

De uitdrukkingen , die wij in dit bijzondere geval voor tf , « en «9 
Verkregen, zullen wij door X, J en Z voorstellen; dus 

X = /^*-^V, Yz:^z'x''-x' z\ Z = a?'^'-/a;'. . . (10) 

De vergelijking (6) wordt dan 

A, A«, V 

X, r, ^ =(A«' + A«/ + v2r')A (11) 

r, r, ^ 

Uit (1) en (10) volgt verder 

X»+r*+^ =X*«'« (12) 

Wanneer wij nu uit (9) en (11) A elimineeren en daarbij de 
willekeurige grootheden A, f«, v door a?', y', 2?' vervangen, hebben 
wij ook nog • 

', y', ^ 



X, r, z 
r, r, zr 



— WKW\ 



(18) 



=",•) (»' 
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De grootheden X, F, ^ zijn evenredig met de richtingscosinuBsen 
der binormaal, oi ^ y\ z* met die van de raaklijn. De kromtestraal 
staat loodrecht op die beide lijnen, zoodat Toor de riohtingscosi- 
nussen van dezen de vergelijkingen 

XOb*«+ rC7o«(3 + ^Ö>*y = O, 
x' Coa»\ y' CoB^ ^z Cosy. 

gelden, welke eveneens in (2) begrepen zijn («^ =X en «, = «', 
enz.). Naar de beteekenis van X, F, ^ is 

We hebben dus hier met het bijzondere geval u^u^\v^v^'\-Wxto^ =0 
te doen, waarin aan de formule (II) de meer eenvoudige gedaante 

kan gegeven worden. De vergelijkingen (5) geven ons verder, als 
wij daarbij letten op (10), (12) en (13), 

n, =K8'\ n^z=i8\ D, =^K^jr^\ J9, =X,«'«. 

d^ 
Derhalve hebben wij, — hier door T vervangende, 

T^zzzJT'^K^i (16) 

welke eenvoudige betrekking tusschen de drie grootheden T^ K^ W 
bekend is als de Stelling van Lancret. 

4. Kromming van de doormede van twee oppervlakken. De ver- 
houdingen van de richtingscosinussen der raaklijn aan de kromme, 
die de doorsnede is van twee oppervlakken ^^ = O, J'j z= O wor- 
den bepaald door de vergelijkingen 

^ >. (16) 

^a>*« + ^^Cb,p+^Cb*y = o. ( 

da? 9y ^z ) 

Ook deze vergelijkingen zijn in (2) begrepen. Kortheidshalve zullen 
wij «I , t7,, enz. blijven schrijven en CoBetzsza^ Cos^zzzhy 
Coay^izc stellen ; verder zullen wij den hoek « invoeren , dien de 
normalen aan de beide oppervlakken in 't punt (o; , y , z) der door- 
snede met elkaar maken, waardoor 

»l Ui + Vj O) -f fOi lOi =»| l>2 CÓ8U, 

(17) 



V«* +v^ + io^ =:»i», ^«w 
N. A. v. W. Dl. XIV. 16 
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wordt. Voorloopig stellen we echter de uitdrukking V«* +»* +«o* 
door eene enkele letter p voor; de formule (II) kan dan eerst op de 
▼olgende w^'ze geschreren worden 

Voor de berekening von 2)| hebben wij vooreerst 

of ook , eene symbolische schrijfwijze bezigende , 
dx \ix * iy ^ ^g ) 
^ iy \dx 7ty ^ ^g ) 

Tiz \dx ^y ^ ' }iz ) ' 

Deze vergelijkingen respective met u^v^w vermenigvuldigende en 
ze vervolgens bij elkaar optellende, krijge% wij 

' \biS ^ dy * ^z J\dx ^y^ dz J * 
Voor de invoering van de richtingscosiuussen a, i, c maken wij 
gebruik van de evenredigheden 

waardoor de vorige vergelijking wordt 

Voeren wij nu twee nieuwe grootheden J^ en ^^ in door de 
vergelijkingen 



dan is 2>, = ps' A^ en evenzoo D, = p »' ^, ; derhalve 



(18) 



Eindelijk p = V«* + »* 4 «^* J^aw (17) door »| n, /Si^« vervan- 
gende, hebben wijj 
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Is J'j = O de vergelijkiiig van een plat vlak, dan is A^ =0, 
en wordt de vorige vergelijking eenvoudig 

Z/a»«= — ' , (20) 

Wanneer tviree willekeurige oppervlakken ^, = O , JF', = O en een 

plat vlak /* = O door een punt gaan en de drie doorsneden in dit 

punt eene gemeenschappelijke raaklijn hebben, dan geldt voor de 

kromming van de doorsnede der eerste twee oppervlakken de formule 

(19); en voor de twee vlakke doorsneden (JP, , ƒ) en (-F,,/) heeft 

A A 

men h^SinKiiy^ = — , ^, /&» «j = — ^ , waarbij is op te merken, 
», «1 

dat ^|, ^2» ^1 ^^ ^2 ^^^^ dezelfde waarden als in (19) hebben. 

Laat men het platte vlak beurtelings door de normaal van het ééne 

en door die van het andere oppervlak gaan, en noemt men JT, en 

K^ de krommingen van deze normale doorsneden, dan is Z*, z= — ^, 

Zj = — . Men zal dus door invoeripg van Z| en JTj voor (19) 

kunnen sehnjven 

KSina-=t \}k,^-^K^K^ a>«« + Z,* (21) 

Voor vlakke doorsneden geldt dan de vergelijking 

KSin (a — K^ (22). 

Voert men de kromtestralen 22 = --, 72^= — , i2j=--- in, 

dan geeft de laatste vergelijking voor vlakke doorsneden 

Bz=zBiSinu, (23) 

d. i. de Stelling van Mbusniee. Voor de doorsnede van twee wille- 
keurige oppervlakken geeft (21) 

E= ■ ^.^>^'^- (24) 

Vi2j*-2i2ii2,a?*« + i2,* 
eene formule, die eene eenvoudige meetkundige beteekenis heeft.. 

Volledigheidshalve willen wij nog die formule voor de kromming 
afleiden, waarbij de richtingscosinussen a, b, c door hare waarden 
u V w 

n^n^Sinu' n^n^/9inla* nin^Sinu 

15» 
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vervangen zijn. Men kan dan JB^ zn^^ n^* Sin^ a voor ^, en 
B^iUi* Hi^ Sin^ u voor A^ schrijven, zoodat bijvoorbeeld 



wordt. De formule (19) geeft nu 



-i.J-.J- 

«1, »i, w, 



^.* 



2 

5*^1. (25) 



(26) 



«j** «i* ^n^ 0) »/ «j^ /Sw® « »i* «j* Bin^ u' 
Deze vergelijking stemt met de door Salmon in Art. 107 afge- 
leide overeen. 
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